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写 在 前 面 的 话 


在 一 个 人 所 受 的 基础 教育 中 ,数学 一 直 是 占 着 一 个 特殊 
地 位 的 , 它 占用 的 时 间 可 以 说 是 最 多 的 . 也 许 因 为 这 已 是 历史 
上 长 期 以 来 形成 的 事实 ,所 以 很 少 有 人 去 作 说 明 , 即 使 有 的 学 
生 并 不 喜欢 数学 ,也 鼓 不 起 勇气 去 问 个 为 什么 . 

数学 由 于 其 特殊 的 形式 ,给 人 的 印象 常 澡 是 :一 批 口诀 ， 
一 堆 公 式 以 及 一 串 定理 ,但 它们 在 解决 生活 及 其 他 学 科 的 问 
题 时 义 是 很 有 用 的 ,于 是 多 数 人 就 硬 着 头皮 按 老师 教 的 学 下 
去 . 这 样 的 理解 至 多 对 了 一 半 , 因 为 数学 还 有 另 一 个 方面 的 重 
要 作用 ,这 就 是 通过 对 数学 知识 的 介绍 ,对 数学 问题 的 解决 ， 
教会 人 们 一 种 重要 的 分 析 问 题 ,解决 问题 的 思想 方法 . 简单 地 
讲 , 数 学 要 教会 人 如 何 进行 逻辑 推理 ,如 何 进行 正确 的 抽象 思 
维 , 如 何在 纷繁 的 事物 中 抓 住 主要 的 联系 ,并 如 何 使 用 明确 的 

要 正确 发 挥 数 学 课程 的 教育 功能 ,除去 需要 教师 与 学 生 
的 积极 努力 以 外 ,也 还 需要 找到 适当 的 辅助 材料 和 恰当 的 方 
法 . 我 们 选编 这 套 《数学 小 丛书 一 智慧 之 花 ) 就 是 为 了 从 这 
个 方面 为 数学 老师 (主要 是 中 学 的 老师 ) 和 大 学 生 提 供 一 点 帮 
助 ,有 一 部 分 也 可 以 用 作 中 学 生 的 课外 读物 . 

我 们 并 不 认为 目前 的 数学 教学 大 纲 的 内 容 太 少 , 太 浅 , 因 
而 要 增加 或 加 深 教学 内 容 . 我 们 更 不 想 给 学 生 增加 习题 晤 以 
应 付 考试 . 恰恰 相反 ,我 们 认为 再 向 这 个 方向 发 展 将 会 造成 极 
大 的 危害 . 通过 我 们 选择 的 这 些小 文章 ,我 们 希望 能 帮助 读者 
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对 数学 有 更 全 面 的 了 解 ,使 大 家 发 现 数学 不 只 是 “定义 、 定 理 、 
公式 .证 明 ” 的 刻板 叙述 ,而 是 生动 活泼 .引人入胜 的 思维 训 
练 . 在 这 里 ,读者 可 以 看 到 如 何 对 各 种 各 样 的 问题 进行 精细 的 
分 析 , 又 如 何 逐 步 把 复杂 的 问题 理 出 头绪 ,最 后 给 出 清晰 的 答 
案 . 总 之 ,我 们 希望 通过 干 姿 百 态 的 分 析 与 讨论 帮助 读者 了 解 
什么 是 大 家 应 该 从 数学 学 习 中 学 到 的 思想 方法 . 

我 们 的 目标 是 这 样 ,但 能 否 达 到 还 有 待 于 实践 的 检验 . 读 
者 读 过 这 些 书 之 后 的 印象 与 收获 将 作出 评判 , 我 们 希望 大 家 
多 提 批 评 意见 ,帮助 我 们 不 断 改 进 我 们 的 工作 ， 


Tak 


1989 Æ 2 月 


出 版 说 明 


现代 数学 ,这 个 最 令 人 惊叹 的 智力 创造 ,已 经 使 人 类 心灵 
的 眼光 越过 无 限 的 时 间 , 使 人 类 心灵 的 手 延 伸 到 了 无 边 无 际 
的 空间 . 
一 一 N.M. Butler 
数学 方法 渗透 进 并 支配 着 一 切 自然 科学 的 “理论 ”分支 . 
在 现代 经 验 科 学 中 , 它 已 越 来 越 成 为 衡量 成 就 的 主要 标准 . 
— — J. von Neumann 
参与 开发 一 般 智 力 一 一 不 是 为 了 今后 某 一 职业 的 特定 需 
要 ,应 看 成 是 数学 教育 的 基本 目标 . 


一 一 了. Reidt 


别 把 数学 想像 得 那么 困难 和 艰 涩 ,并 认为 它 排斥 常识 , 数 

学 仅仅 是 常识 的 一 种 微妙 的 形式 . 
一 一 L. Kelvin 

这 些 著 名 学 者 的 话 表达 了 我 们 出 版 (数学 小 丛书 一 - 智 
慧 之 花 ; 的 想法 和 努力 的 目标 , 

本 丛书 的 主要 对 象 是 : 中 学 数学 教师 .数学 各 专业 的 低 
年 级 大 学 生 、 部 分 高 中 学 生 以 及 数学 爱好 者 . 所 选 内 容 力 求生 
动 . 有 趣 , 在 开始 阶段 以 翻译 为 主 , 一 年 2 一 3 册 . 

我 们 希望 本 丛书 能 为 活跃 与 推动 中 学 与 大 学 低 年 级 的 数 
学 教学 ,提高 中 学 教师 和 大 学 生 的 数学 素质 、 更 好 地 沟通 中 学 
数学 与 大 学 数学 以 及 普及 数学 知识 ,做 一 点 有 益 的 工作 . 
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我 们 水 平 有 限 ,希望 大 家 多 提 意 见 ,为 了 让 我 们 的 小 花 开 
放 得 绚丽 多 姿 而 共同 努力 ! 


《数学 小 丛书 一 一 智慧 之 花 ) 编 委 会 
1989 年 2 月 
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锁 、 钥 是 和 投票 表决 ” 


Donald McCarthy 


下 列 组 合 问题 出 现在 A. M. Yaglom fil I. M. Yaglom 的 
名 著 ¢ 具 有 初等 解法 的 挑战 性 数学 问题 > 中 ,并 且 是 组 合 学 
的 主要 教材 之 一 ,C.,L.liu 898 4 2£ 8 H6 R — 49. 

在 秘密 发 射 场 工 作 的 11 位 科学 家 组 成 一 组 ,他 

们 的 资料 要 锁 在 保险 柜 中 , 只 有 该 组 的 多 数 人 在 场 

时 ,保险 柜 才 能 打开 . 因此 保险 柜上 锁 着 许多 把 不 同 

的 锁 , 每 位 科学 家 持 有 这 些 锁 的 一 些 钥匙 . 问 总 共 应 

需要 多 少 把 不 同 的 镇 ,以 及 每 位 科学 家 要 有 多 少 把 

不 同 的 钥匙 ， 

这 个 趣味 问题 的 答案 是 总 共 需 要 462 把 锁 ,以 及 每 位 科 
学 家 必须 要 有 252 把 钥匙 . 这 两 个 数字 的 含义 是 462— 


[2 | 2522 [ P] .该 问题 的 解法 出 现在 [4] 中 . 它 的 一 般 提 
法 是 :“ 若 及 位 科学 家 ,并 且 要 求 至 少 有 nm 位 科学 家 同时 在 
场 时 ,保险 柜 才能 打开 . 那么 保险 柜上 锁 的 最 小 数 是 | “ 
以 及 每 位 科学 家 持 有 钥匙 的 最 小 数 是 | ”_ | .这 也 就 表明 ， 


这 种 保险 柜 的 装 钥 系统 是 不 实用 的 ,因为 即使 当 ?和 m 都 不 
太 大 时 ,为 打开 保险 柜 所 用 的 时 间 也 要 一 整 天 .” 


m—1i' 


© 44 ¥ A “Locks, Keys and Majority Voting", Mathematics Magazine 
Vol. 52, No. 3, May 1979. 
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在 以 前 的 一 个 班级 上 , 当 我 讲 完 这 个 漂亮 的 结果 时 ,当场 
就 遭 到 一 位 学 生 的 反对 . 他 说 他 确信 ,一 定 有 办 法 用 较 少 的 锁 
来 办 到 这 件 事 . 虽然 他 最 初 的 反对 只 是 基于 某 些 主观 脐 断 , 然 
而 他 所 说 的 竟然 是 对 的 ! 为 了 使 锁 的 数目 减少 , 曾 产生 过 几 种 
精巧 安排 锁 的 设计 方案 ,但 都 失败 了 . 可 是 这 种 追求 终于 导致 
了 更 为 简单 的 和 令 人 意 想不到 的 关于 这 个 问题 的 解答 , 它 的 
答案 况 然 只 需要 很 少 的 锁 和 钥匙 . 在 讲解 这 个 “实用 的 ”解答 
之 前 ,我 觉得 有 必要 讲 一 下 “不 实用 的 ”解答 的 美妙 的 推理 过 
程 ,然后 再 运用 一 个 实例 来 让 我 们 理解 这 其 中 的 缘故 . 最 后 指 
出 ,我 们 的 讲法 比 [1] 和 [4] 的 讲法 更 少 形式 化 . 

假定 及 位 科学 家 组 成 的 小 组 ,至 少 要 有 m 位 科学 家 同 
时 在 场 时 才能 打开 保险 柜 ( 为 了 去 掉 毫 无 意义 的 情况 ,我 们 假 
E 1<m<n.). BL ERO RD OOM IF K 是 每 位 科 
学 家 持 有 的 最 少 的 钥匙 数 . 我 们 要 证 明 的 是 工 =| ^ | 
n—1 
m-—1 | ` 

Ev 是 符合 规定 条 件 的 锁 的 集合 ,并 设 多 代表 位 科 
学 家 之 集 S 中 所 有 (m 一 1) 位 科学 家 的 子 集 组 成 的 集合 . RN 


先 证 明 工 之 | ^ J. (map bL gor © 3 s^ EB —— B 


m-—1 


K= 


m-—i 
s rax eri rel =| 7 | .这 个 函数 /可 用 如 下 
方式 获得 . 设 4E 吧 ,由 于 141<m, 则 必定 存在 一 把 锁 不 能 被 


集 A 中 的 任何 人 打开 . 我 们 把 这 把 锁 取 成 A(4). 这 就 定义 了 
M 8) e ERE f. 现在 证 明 了 是 一 一 的 . 设 A.B€ V. 


© | | 表示 集合 中 元 素 的 个 数 . 
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H AAB, RPE KODAS GOD. 因为 ASEB. AU B 就 真 的 
包含 A.BrELLAUB zm. 于 是 保险 柜 被 集 4UB 中 的 人 打 
JF. 因为 4 中 没有 人 能 打开 锁 f(A4), 于 是 有 一 位 sE BEG 
s 能 打开 锁 f CAD E ;不 能 打开 锁 f(B), 所 以 fA) E PUB, 


即 这 两 把 锁 不 同 . 这 就 完成 了 工 之 | ，” ”| | 的 证 明 ， 


下 面 证 明之 | ” 1j. 当然 ,这 里 需要 假定 没有 一 把 是 


“万 能 "外 是 更 明确 地 说 ,就 是 每 “把 钥匙 只 能 打开 一 把 锁 

对 于 每 一 位 科学 家 ES, 设 2) 是 成 员 s 持 有 的 所 有 钥匙 
的 集合 ,而 名 (5) 是 集 $ PRERA s BIER m—1 个 人 的 子 
集 的 集合 . 像 前 面 那样 ,只 要 证 明 从 ZOR XO) EE 
一 的 函数 g REBT, FERRE LOC) I ICD |= 
51] An AE GRAL AU (s) | 一 m, 所 以 保险 杠 能 
被 AU {s) 打 开 . 这 就 推 知 ; 一 定 持 有 一 把 能 打开 镇 CA AY 
钥匙 . 设 g(4) 是 这 把 钥匙, 这 就 定义 了 从 CWE OOM 
数 g, 且 容易 看 出 函数 e 是 一 一 的 (如 果 g CAD — g CB) , Bix 


把 钥匙 能 同时 打开 锁 fC4) 和 f(B), 于 是 推出 /(4)=f(B)， 
所 以 A=B. ). 
n—] | 
m-—1!' 


到 此 为 止 ,我 们 已 经 证 明了 工 之 | "| MKS 
NM f | Cs) | 


AT XL. ABBA MILIS | = 


”1 tsi tH ERD ZR T. 这 是 很 容易 做 
到 的 . 对 于 每 一 个 4E 安 ,分 配给 保险 柜上 一 把 锁 志 (4) ,并 让 
5 中 4 的 补 集 的 每 位 成 员 带 有 一 把 能 够 打开 锁 LOO UU] 
M. c^ 就 是 由 这 样 的 锁 组 成 的 集合 , 即 对 每 个 4E 加 ,对 应 
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着 一 把 锁 . 注意 到 , 锁 工 (4) 不 能 被 科学 家 集 B 打开 的 充分 必 
要 条 件 是 BOA. 由 于 这 个 条 件 要 求 1B1<m. 我 们 看 出 要 想 
使 集 B 能 打开 S 中 所 有 的 锁 , 就 必须 要 有 1B| 之 mx. 还 可 以 
看 到 稳 同 集 是 一 一 对 应 的 . 于 是 我 们 就 给 出 了 让 | 多 | 一 


,| 的 锁 之 集 的 一 种 安排 方式 ,同时 应 注意 到 ,对 于 AE 
图 (s) 的 每 位 科学 家 来 说 ,都 会 得 到 打开 锁 A 的 钥匙 所 以 对 


每 位 s€5, 都 有 |.% G5) |=| ”|. 这 就 完成 了 让 最 小 值 K 
与 二 实现 的 证 明 . 

现在 给 出 一 种 满足 问题 所 要 求 的 条 件 的 安装 锁 与 分 派 负 
三 的 方法 的 实例 , 该 例 总 共 只 要 n 把 锁 , 以 及 每 位 科学 家 手中 
只 要 持 有 -把 铀 是 即 可 . 当 m<n 时 ,这 一 结果 显然 与 上 一 段 
所 证 明 的 结果 不 同 ,而 产生 这 种 不 同 的 准确 理由 ,在 看 完 例子 
的 讲解 之 后 ,就 会 自然 明白 了 

为 了 清楚 起 见 , 我 们 要 把 该 例 描绘 成 一 个 具体 的 物理 广 
法 .现在 把 保险 柜 的 门 看 成 一 个 用 大 插销 关闭 着 的 门 . 如 果 你 
能 让 插销 向 左边 滑动 至 少 mm 英寸 后 , 柜 门 就 可 以 自由 地 打 
开 , 香 则 柜 门 就 不 能 打开 . 这 时 安装 锁 的 方式 不 再 是 直接 把 锁 
挂 在 保险 柜 门 的 钉 锅 上 ,而 是 把 锁 安放 在 插销 的 滑 轨 上 ,用 这 
些 锁 挡 住 插销 ,使 插销 不 能 向 左 滑动 . 注意 , 当 把 一 锁 打 开 后 ， 
该 锁 就 能 从 滑 轨 上 取 下 来 ;还 要 注意 , 当 一 把 锁 在 滑 轨 上 锁 上 
后 , 它 不 能 从 滑 轨 上 到 下 来 ,但 却 能 在 滑 轨 上 任意 左右 滑动 
现在 让 每 把 锁 的 宽度 恰 为 1 英寸 ,于 是 我 们 知道 , 当 打 开 把 
锁 , 并 把 它们 从 滑 轨 上 取 下 来 后 ,插销 就 可 以 向 左 滑动 甘 
d. BED me 把 锁 打 开 , 并 从 滑 轨 上 取 下 来 ,插销 就 至 少 
能 向 左 滑动 m 英寸 ,于 是 保险 柜 的 门 就 能 打开 . 这 样 一 来 , 清 
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轨 上 只 要 安放 ”把 锁 , 而 每 位 科学 家 只 要 有 能 打开 一 把 锁 的 - 
钥匙 (当然 每 把 钥匙 只 能 开 一 把 锁 ) ,问题 就 解决 了 . 这 种 安放 
锁 的 方法 说 明 Ln. K=. 


这 两 个 数字 比 上 面 定 理 所 说 的 工 = 


和 K= 


n 
m—] 


7 | 要 少 得 多 .我 们 自然 会 癌 产生 这 两 种 答案 的 根本 原因 


是 什么 ? 或 者 ,前 面 的 证 明 有 什么 不 对 头 的 地 方 ? 

这 个 答案 就 是 ,在 前 面 的 证 明 中 ,正如 上 述 例子 所 揭示 出 
的 那样 ,我 们 用 到 了 原始 问题 所 没有 的 一 个 隐蔽 性 假定 . 这 个 
隐蔽 性 假定 就 是 ， 要 想 打 开 保险 柜 就 必须 打开 每 一 把 锁 . 这 
个 假定 正 是 用 来 证 明 函 数 卫 和 8 是 一 一 对 应 的 关键 所 在 .如 
果 在 原始 问题 上 增加 了 这 个 隐蔽 性 条 件 (当然 ,在 整个 问题 的 
讨论 中 总 是 假定 一 把 钥匙 开 一 把 锁 ), 那 么 早先 的 值 = 


aeaa K|? | 就 是 正确 的 ,而 去 掉 这 个 隐蔽 性 条 件 


fa PA Lan Al K=1 就 是 正确 的 . 

一 旦 揭示 出 “不 实用 ”定理 与 “实用 ”例子 之 间 的 不 同 的 理 
由 后 ,一切 都 变 得 自然 而 简单 了 . 虽然 如 此 ,在 课堂 上 讲解 这 
个 例子 会 向 学 生 们 更 加 深刻 地 阐明 : 在 原始 问题 或 数学 模型 
上 附加 隐 酸 性 条 件 会 使 问题 发 生根 本 性 的 不 同 . 从 另 一 个 角 
度 看 ,就 是 承认 数学 的 想法 与 “真实 ”情况 的 实际 要 求 之 间 存 
在 着 潜在 的 不 同 . 这 种 揭示 的 另 一 个 价值 在 于 ,使 人 们 认识 到 
力图 消除 在 理论 与 实用 之 间 的 此 种 不 同 常常 会 导致 更 加 深入 
的 数学 研究 和 开辟 更 广泛 的 应 用 范围 ， 

譬如 ,让 我 们 来 考虑 滑动 插销 解法 的 另 一 种 执行 方式 . 我 
们 不 再 使 用 带 有 锁 的 渭 动 插销 ,而 是 希望 给 保险 柜 安 装 一 个 
“智能 ” 门 , 即 是 用 一 台 简 单 计算 机 控制 的 门 . m 位 科学 家 的 每 
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位 只 须 持 有 一 把 能 够 旋转 一 个 开关 的 钥匙 . ”个 开关 的 位 置 
由 计算 机 监视 . 一旦 至 少 有 m 个 开关 旋转 到 正确 的 位 置 时 ， 
计算 机 的 控制 程序 就 让 保险 柜 打 开门 (作为 一 种 挑战 ,读者 可 
以 自行 研究 计算 机 的 实施 方案 ,或 是 为 此 目的 设计 出 适用 的 
电网 络 . ). 这 种 实施 方案 还 可 以 促使 人 们 把 原 有 问题 做 进 一 
步 的 延伸 ,并 引导 出 新 的 应 用 . 例如 ,为 了 省 去 科学 家 为 摸 出 
钥匙 所 花费 的 时 间 , 让 我 们 设想 采用 “投票 ”表决 的 方法 来 决 
定 是 否 打 开 保 险 柜 . 我们 约定 : 科学 家 在 场 , 就 意味 着 他 投 赞 
票 ,不 在 场 就 意味 他 投 反对 票 ,如果 至 少 有 和 个 人 投 赞成 
票 ,保险 柜 就 能 打开 ,否则 保险 柜 就 不 能 打开 . 从 这 个 观点 出 
发 , 锁 和 钥匙 都 成 了 记录 投票 状况 的 机 器 . 于 是 原来 的 锁 和 钠 
匙 的 问题 就 转化 为 更 加 抽象 的 投票 表决 问题 . 
假定 总 共有 个 人 ,让 他 们 从 种 事物 4 Aro Ai 之 
中 通过 投票 表决 方式 做 出 选择 . 24 k= 2 时 ,我 们 可 以 把 这 时 


”的 投票 表决 描绘 成 用 小 球 数 来 做 投票 结果 的 记录 方式 . 如 果 


你 赞成 41, 你 就 放 入 一 个 小 球 ,如 果 你 赞成 A 你 就 不 放 入 
小 球 . 当 收 到 至 少 m 个 小 球 时 , 判 As 赢 ,否则 就 判 A E 
意 , 对 于 4i,i 一 1,2 来 说 ,其 获胜 的 准则 一 般 是 不 同 的 . 在 许 
多 情况 下 ,人 们 要 研究 具有 同等 获胜 准则 的 情况 ,也 就 是 把 同 
一 准则 同等 地 运用 到 所 有 的 A Ik 上. H k= 时 ,这 个 
同等 的 条 件 就 是 我 们 例子 中 普 一 [zx/2]9 的 情况 .这 时 获胜 的 
一 方 也 就 是 收 到 多 数 选票 的 一 方 , 注 意 这 时 弃权 者 被 认为 是 
投了 另 一 方 的 票 . 在 有 着 弃权 者 打折 扣 的 情况 下 ,我们 可 以 宣 
布 获胜 的 一 方 就 是 收 到 多 数 票 的 一 方 . 这 种 方法 显然 是 对 A 
和 A, 同等 的 准则 , 且 可 以 用 于 R22 的 情况 , 即 就 是 谁 得 票 最 


O [xz] 表示 不 超过 实数 z 的 最 大 整数 . 
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多 谁 赢 . 然而 在 A>? 的 情况 ,这 种 方法 也 有 其 不 足 之 处 . 虽然 
获胜 的 一 方 可 以 被 认为 是 综合 地 反映 了 投票 者 的 心愿 ,但 是 
投票 者 之 中 的 相当 大 的 多 数 人 可 能 会 是 强烈 地 反对 胜 方 . 但 
是 ,这 种 不 足 之 处 并 不 单 是 限于 这 种 特定 的 投票 选择 方式 ,而 
是 在 多 方 的 社会 选择 理论 中 所 产生 的 根深 蒂 固 的 问题 . 

这 个 问题 就 是 ,对 于 已 经 排 好 顺序 的 各 方 AAt A， 
请 您 给 出 一 种 令 人 满意 的 投票 选择 方法 . 对 此 我 们 有 一 个 著 
名 的 Kenneth Arrow( 诺 贝尔 经 济 奖 获得 者 ) 定 理 : 14 R2 
时 ,如 果 有 一 个 明确 的 完全 合理 的 条 件 存在 ,那么 就 不 存在 令 
人 满意 的 选择 方法 . 

关于 社会 选择 ( 即 熟知 的 选择 理论 ) 的 论题 的 极 好 的 介 
绍 , 请 读者 参看 [2] 的 第 十 章 和 [3] 的 第 七 章 . [3] 中 的 关于 
Arrow 不 存在 定理 (7. 2. 2) 的 讨论 是 目前 为 止 最 好 的 , 它 提 
供 了 许多 很 好 的 实例 表明 : 当 理论 的 结论 与 实际 要 求 相反 或 
不 一 致 时 就 能 引发 出 进一步 的 数学 研究 工作 . 


( 杨 悉 昌 编 译 , 潘 承 彪 校 ) 
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Joel Zeitlin 


自我 开始 登山 起 ,就 一 直 对 绳索 的 强度 问题 感 兴趣 . 绳子 
应 当 足 够 牢固 ,不 仅 能 承受 爬山 者 本 身 的 重量 ,而 且 当 登山 者 
万 一 失足 时 还 能 保持 不 断 . 在 本 篇 短文 中 ,我 们 建立 绳索 的 静 
止 强 度 和 断裂 强度 以 及 给 定 重量 从 给 定 高 度 落下 时 作用 在 强 
子 上 的 力 的 公式 ,然后 用 这 些 公式 确定 某 些 标准 绳索 的 强度 ， 
以 及 两 根 不 同 粗细 的 绳子 依次 相 结 时 的 强度 . 

强 索 的 静止 强度 是 它 所 能 承受 的 恰 使 绳子 不 致 断裂 的 重 
量 . 对 于 截面 积 均匀 的 绳子 ;其 静止 强度 B 由 一 常数 乘 以 截 
面积 给 出 ,于 是 直径 为 d 的 绳索 的 静止 强度 为 BA =c, H 
中 < 是 某 个 常数 , 它 事实 上 就 是 拉 断 绳子 所 需 的 力 . 

如 果 在 强 上 系 一 重 物 并 使 之 从 一 给 定 高 度 处 下 落 , 当 强 
子 伸展 到 它 的 自然 长 度 后 ,由 于 重 物 下 落 时 产生 力 的 作用 , 强 
子 将 开始 伸 长 , 即 有 位 移 , 这 时 绳子 会 产生 较 大 的 反 向 拉力 . 
我 们 可 假定 绳子 服从 拉力 等 于 常数 乘 以 位 移 的 虎 克 定律 ( 它 
38308 HT HERD ,由 此 来 分 析 这 种 情形 (工厂 关于 绳子 伸 长 
量 作为 负载 的 函数 的 曲线 表明 两 者 关系 并 非 完全 线性 的 ,不 
过 基于 虎 克 定律 的 计算 能 给 出 很 好 的 近似 . ). 因而 我 们 假定 


CQ 编译 自 “Rope Strength under Dynamic Loads: The Mountain Climber’ s 
Surprise” , Mathematics Magazine,51(1978),109~111. 
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i7] F=ko KP x FA aR PK) R= EA/L Æ 
虎 克 常数 , 它 依赖 于 绳 的 截面 积 4 一 rd2z/4、 长 度 工 以 及 材料 
BME. 根据 虎 克 定律 , 当 位 移 最 大 时 力也 最 大 . 
把 位 移 z 写 为 时 间 : 的 函数 x(t) t= 0 是 开始 伸 长 的 时 
刻 , 是 位 移 达 到 最 大 的 时 刻 . 于 是 (00 —0, i ce EF R 
大 位 移 Im 还 有 ,之 (0) 是 绳子 开始 伸 长 时 的 初速 度 vo M 
绳子 伸 长 量 达到 最 大 即将 开始 缩 回 时 ,za) 一 0, 我 们 感 兴趣 
的 是 Fx ,即时 产生 的 最 大 拉力 ,以 确定 何 时 Prax = BC). 
作用 在 系 于 绳子 末端 物体 上 的 力 有 向 下 的 力 w mg 和 
向 上 的 力 Ex. 这 些 力 的 代数 和 等 于 mi. 取向 下 方向 为 x 的 正 
向 ,有 mz 二 一 kr 十 w. 两 边 到 以 之 并 从 1 二 0 到 t= 积分 之 ， 
£859 
1 
2 


EP una —rGO. BIG 
x wt Vw + kmvi 
max p . 

由 问题 的 物理 特性 可 知 应 取 正 号 . 

现在 考虑 一 个 物体 从 静止 开始 下 落 直 到 绳索 绷 直 , 伸 长 
刚刚 开始 , 设 其 间 时 间 为 ,距离 为 ;; 那 时 的 速度 应 为 wm， 所 
EUR s gti! /2,v, — gt. Mill vi —2sg. 由 于 二 EA/L(A4 AR 
JqUIETALL 为 其 自然 长 度 ) ,我 们 得 到 


2 2 
nivo = 2 RXmax 十 VUE max 9 


@ 没有 学 过 微 积分 的 读者 可 用 以 下 方法 求 cox 如 果 记 得 弹性 势能 为 
kx?/2, 则 由 于 1 二 0 时 绳 端 具 有 动能 mp8/2,: 一 与 时 具有 位 能 一 mgzmx 一 
一 wzaax ,弹性 势能 kx&sx/2, 由 能 量 守 己 定律 即 得 mol /2= kachex/2— women. 

-一 译 者 注 
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w+ Vw + 2EAG/L)mg 
k 


w+ /w + 2EAfw 
= i ， 


Lmax 一 


其 中 f£—s/ LIENS RAT sw mg 是 所 悬 物体 的 重量 ,最 大 
的 力 由 
Faux = Rtmx = w+ Vw’ + 2EAfw (3) 

给 出 , 这 样 , 对 于 给 定 的 重量 , 它 所 产生 的 最 大 力 依 赖 于 下 降 
因子 , 即 下 降 距 离 对 绳 长 之 比 . 因而 20 米 长 的 绳子 下 落 10 米 
所 产生 的 力 与 20 厘米 长 的 绳子 下 落 10 厘米 所 产生 的 力 相 同 
(为 使 这 一 点 看 起 来 合乎 情理 ,可 以 设想 较 长 的 绳子 具有 较 大 
的 缓冲 作用 . ). 

我 们 需要 求 出 绳子 所 能 承受 的 临界 (或 最 大 ) 重 量 vous BI 
使 得 Fma = B 的 Wm: 


Wa + Vw, + 2EAfu, = B. 

由 此 解 出 
— B. 
X 2EAf + 2B 

现在 ,我 们 必须 要 知道 静止 强度 B 中 的 比例 常数 c 和 虎 
克 定 律 中 的 材料 常数 E. 德国 Edelrid Works 出 版 的 《登山 强 
索 手 册 》 标 明 11 毫米 的 尼龙 绳 的 静止 或 断裂 强度 大 约 是 
21750 N Cg 取 10m/s2). 由 此 , BC) =c (11)? 22175, c— 
2175/121—17. 97524180 N/mm’, FÆ B — 18d". 同一 手册 还 
载 明 ,800 N 的 重量 落下 且 下 降 因 子 为 1.78 所 产生 的 冲击 力 
为 9700 N. 把 这 些 数 据 代 入 (1), 解 得 EA 二 2780, 从 而 = 
2780/r(5. 5): 一 292. 5 N/mm’. 

FEAT f 通常 在 0 与 2 之 间 变 化 . f—23 tS 
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(2) 


Wr 


形 , 这 时 登山 者 想到 紧 系 绳子 的 安全 点 上 方 整个 的 强 长 距离 ， 
然后 掉 下 来 越过 安全 点 后 再 落下 的 整个 绳 长 距离 . 令 /一 2 
并 代入 方程 (2) ,得 临界 重量 为 

_ (18d?)? 

2(29. 25)n(d/2)?(2) + (2)18d? 
其 中 重量 w 以 牛顿 计 ,直径 & 以 毫米 计 . 对 于 d=11, RNG 
到 w= 3061. 3 N ,因此 用 这 样 粗细 的 绳子 登山 者 应 当 是 非常 
安全 的 . 

4 ASE REA ER LUE SIE BRE LLL ISE ,常常 用 一 根 细 
强 结 上 11 毫米 的 粗 绳 ,再 把 细 绳 绑 牢 在 一 个 安全 点 上 (例如 
细心 地 挤 绑 进 花岗岩 罕 颖 中 ). 这 时 有 两 根 粗 细 不 同 的 绳子 连 
结 起 来 ,所 以 也 得 考虑 细 绳 . 登山 用 的 最 细 的 绳子 是 5 OK 
BJ. 对 于 d — 5. h (3248 | w= 632. 5 N ,许多 人 的 体重 都 超 
we! 

不 过 5 毫米 绳子 并 不 是 单独 用 的 . 我 们 需要 分 析 两 根 不 
同 粗细 的 绳子 连结 在 一 起 时 绳子 的 强度 ,这 样 才 完 整 . 实际 做 
时 , 细 强 绑 牢 在 安全 点 上 , 粗 强 结 紧 在 细 强 上 . 假定 所 有 连结 
都 是 理想 的 ( 即 假定 打 结 不 影响 结构 ), 仍 假定 虎 克 定律 适用 ， 
WG 下 =Az, 其 中 玉 是 关于 相连 绳子 长 度 的 常数 ;z 是 总 的 
伸 长 ,因而 z==xi 十 xz,x; 是 第 i 根 绳子 的 总 伸 长 . 设 是 相 
应 的 虎 克 常数 ,并 假定 在 任 一 瞬间 整个 绳子 上 的 力 是 一 常数 ， 
从 而 下 = 如 xi,; 下 二 hox2. 把 这 些 结果 合 起 来 , 即 有 


F F 
zı +a, F/k, d F/k 1/k + 1/k, 

现在 来 考虑 一 个 具体 情形 ,假定 长 1 米 、 直 径 为 5 BK 
绳子 和 长 3 米 、 直 径 为 11 BORNE FARE. HER EA/L 得 名 
— 574,8, —927 , ili ke= 354. 以 kL 代替 (2) 中 的 4, 得 公式 
11 


Wm 


= 2.53d', (3) 


Wm = B'/(Ghs4-2B). 74 B— BO) — (18) (5?) =450,s=8,k= 
354, FÆ w—308. 5 N ,这 可 令 人 惊讶 : 5 毫米 强 与 11 BOK 
强 连 起 来 的 强度 还 不 如 5 毫米 绳 本 身 ! 也 可 以 说 链条 比 它 最 
8807 —G Wik XE B Go. 

EGR ROSE AC A RL” GO SEIL ,不 依赖 于 物理 度 
E. 关于 这 个 结论 ,一 种 可 能 的 解释 是 : 当 绳子 伸张 时 , 粗 的 
部 分 对 伸展 的 阻抗 大 于 细 的 部 分 ,于 是 绳子 细 的 部 分 会 出 现 
更 大 的 阻抗 ,从 而 下 降 因 子 增 大 . 另 一 个 模型 的 构造 可 根据 所 
有 伸 长 必 在 强 子 最 细部 ( 即 最 易 伸 长 部 ) 出 现 这 个 假定 . 采用 
这 个 模型 ,在 上 述 例子 中 下 降 因 子 为 8, 因 而 会 得 到 大 约 为 
200 N 或 更 小 的 临界 重量 . 


$ 5 X HB 


A Guide to Mountaineering Ropes. Edelrid Works, Isny C Allgäu ), West Ger- 


many. 


跟着 太阳 走 ” 


Paul Penning 
1. 引言 


本 文 讨论 的 问题 来 自 一 批 热 衷 于 远足 的 人 . 某 人 突 发 奇 
想 ,提出 下 次 旅行 是 否 可 以 不 事先 规划 路 线 ,而 是 采用 如 下 的 
简单 指令 : 在 每 个 交叉 路 口 ,看 哪 条 路 最 靠近 太阳 就 走 娜 条 
路 . 当然 ,这 种 走 法 与 启程 的 时 间 及 周围 的 地 形 有 关 . 一 般 说 
来 (当然 ,这 与 季节 及 人 在 地 球 上 的 位 置 有 关 ) ,行进 的 方向 大 
体 上 是 :上 午 朝 东 ,中午 朝 南 , 下 午 朝 西 .但 是 ,马上 有 人 提出 
了 一 个 至 关 重 要 的 疑虑 : 按 着 这 种 走 法 ,我 们 还 能 不 能 回 家 ? 
或 者 ,说 得 不 那么 严重 些 ,我 们 还 有 没有 可 能 再 次 踏 上 原先 走 
过 的 路 ? 

这 个 问题 引起 了 我 的 兴趣 . 这 里 ,我 试图 在 简化 一 些 条 件 
下 探讨 这 种 走 法 的 路 程 轨迹 . 首先 假定 在 她 形 方面 没有 任何 
障碍 ,就 像 一 条 在 深海 中 的 船 那 样 , 朝 任何 方向 都 能 行驶 ;其 
次 假定 : 不 仅 白 天 ( 即 太 阳 在 地 平 线 上 方 时) 可 以 走 , 夜 里 也 
能 走 , 因 为 尽管 看 不 到 太阳 ,但 它 的 具体 位 置 我 们 是 知道 的 . 
在 上 述 两 个 假定 下 , 称 徒步 者 行进 的 轨迹 为 “太阳 指 路 图 ”, 下 
面 我 们 分 析 这 一 图 形 的 形状 . 


Q 编译 自 “P. Penning, Walks Guided by the Sun", Math Magazine, 63 
(1990) ,108~ 113. 
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2. APH 


徒步 者 可 以 把 太阳 看 成 是 在 一 个 单位 球面 上 ,而 徒步 者 
自己 位 于 球 心 . 事实 上 ,由 于 太阳 与 地 球 之 间 的 距离 很 大 , 因 
此 地 球 也 可 视 为 一 个 点 , 即 球 心 . 

为 了 便于 建立 该 问题 的 数学 模型 ,根据 运动 的 相对 性 ,我 
们 假定 地 球 只 作 自 转 , 因 而 太阳 围绕 地 球 作 顺 时 针 旋 转 ,为 此 
引进 一 个 笛 卡 尔 左手 直角 坐标 系 . 设 原 点 是 旅行 的 起 点 . 因为 
是 在 地 球 的 表面 旅行 ,所 以 可 以 看 作 是 在 初始 位 置 O 点 处 的 
地 球 球面 的 切 平面 上 运动 , 取 此 平面 为 OXY Fini, Rea xX 
轴 指 向 正 南 , 而 了 轴 指 向 正 西 . 地球 中 心 与 初始 位 置 O 的 连 
线 取 为 Z 轴 , 它 指向 天 顶 . 这 样 ,坐标 系 O-XYZ 就 构成 了 一 
个 第 卡尔 左手 直角 坐标 系 (为 简便 起 见 ,后 文中 也 称 关 轴 、Y 
轴 和 2 轴 分 别 为 南 轴 \ 西 轴 和 天 顶 轴 . D. 

根据 天 文学 的 基本 知识 ,在 我 们 的 问题 中 有 三 个 十 分 重 
要 的 角 . 

第 一 个 角 a 由 旅行 所 在 的 季节 决定 ,我 们 称 之 为 季节 角 
(season-angle). 因为 地 轴 存 宇宙 空间 中 的 方向 不 因 季 节 而 变 
化 ,因此 ,在 地 球 绕 太阳 公转 的 过 程 中 ,太阳 有 时 直射 在 北 半 
球 , 有 时 直射 在 南半球 ,有 时 直射 在 赤道 上 . 因为 我 们 是 在 北 
半球 上 ,因此 在 夏至 (6 月 21 日 前 后 ) 时 ,a 一 23. 5°, 即 太阳 直 
射 在 北纬 23. 5°; 在 春分 (3 月 21 日 前 后 ) 和 秋分 (9 月 21 日 前 
后 ) 时 ,a 二 0°, 即 太阳 直射 在 赤道 上 ;在 冬至 (12 月 21 日 前 后 ) 
时 ,a 二 一 23, 5", 即 太阳 直射 在 南 纬 23. 5°, a 角 的 变化 范围 是 
从 一 23. 5° 到 23. 5"( 准 确 的 数字 是 23"26'21”). 地 轴 同 公转 轨 
道 所 在 平面 斜 交 的 角度 是 90° — 23. 5^— 66. 5°, 因 此 北极 星 与 
太阳 之 间 的 夹 角 是 90^ — a. 我 们 将 不 考虑 在 旅行 过 程 中 e f 
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的 细小 变化 (因为 旅行 的 日 子 不 是 很 多 ) ,因此 可 以 假定 太阳 
沿 着 单位 球面 上 的 一 个 圆 移动 ,其 角速度 是 常数 ,0=15°/h 
二 x/12rad/h, 即 地 球 自转 的 角速度 . 

第 二 个 用 以 确定 太阳 位 置 的 重要 的 角 是 小 时 角 eChour- 
angle); 正午 时 pg 一 0,p 随 时 间 增 加 而 线性 地 增加 ，: 

p= AU — 12). (1) 

第 三 个 角 是 旅行 所 在 的 纬度 6(atitude). 我 们 将 北半球 
的 纬度 0 BUR. 不 妨 可 以 假定 ,在 整个 徒步 过 程 中 ,9 保持 
A. 


(a) (b) 
图 1 太阳 被 表示 成 单位 球面 上 的 -个 点 ,徒步 者 位 于 球 心 
处 .太阴 每 天 运行 的 轨迹 是 一 个 圆 .图 中 的 数字 表示 太阳 在 
该 位 置 时 的 每 天 的 整 钟 点 数 . 这 时 ,徒步 者 位 于 北纬 45" 处 ， 
季节 角 是 a. 其 中 的 (a) 是 在 通过 天 顶 轴 和 南 轴 的 平面 Y=0 
上 的 投影 图 ; (b) 是 在 徒步 旅行 所 在 平面 上 的 投影 图 . 


图 1 解释 了 北纬 45" 处 以 上 引进 的 几乎 所 有 的 相关 知识 . 
其 中 的 (a) 是 在 平面 Y 一 0 上 的 投影 , 圆 是 单位 球面 在 其 上 的 
RA. 在 该 投影 中 ,太阳 的 运行 轨迹 成 为 一 条 直线 , 它 离开 原 
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点 的 距离 与 角 a 有 关 , 它 与 旅行 平面 的 夹 角 是 x/2 一 9. 其 中 
的 (6) 是 在 旅行 平面 OXY 上 的 投影 . 此 时 太阳 的 移动 轨迹 是 
一 个 椭圆 ,在 日 出 和 日 落 之 处 与 单位 圆 相 切 ， 
设 太阳 所 在 位 置 的 坐标 是 (X, 了 ,Z) ,利用 立体 解析 几何 
的 知识 可 以 算得 
X= sinÜcosacose — cos@sina, 
Y = cosasing, (2) 


Z = cosfcosacos¢ + sindsina, 


图 1(b) 中 的 角 8, 即 徒步 者 行进 时 所 必须 遵循 的 方向 角 . 
从 南 轴 的 正方 向 起 , 顺 时 针 方 向 转动 是 正 角 . 
cosB = X/ V1— Z, sinf = Y/ /1-— Z. (3) 
FUER, S4 |Z| — 1, X ^ Y — 0, BIOK FH H6 P4 C T REE) 
时 上 述 值 无 法 计算 . 但 这 对 问题 的 讨论 并 没有 产生 多 大 的 困 
难 , 因 为 太阳 去 留 在 天 项 (或 天 底 ) 只 是 一 瞬间 . 还 应 注意 到 仅 
当 从 东 到 西 时 太阳 才 经 过 天 顶 , 仅 当 从 西 到 东 时 太阳 才 经 过 
XJK. 


3. “太阳 指 路 图 ”的 数学 表述 


在 我 们 所 讨论 的 问题 中 ,与 时 间 有 关 的 只 有 太阳 移动 的 
角速度 O 及 徒步 者 的 速度 v 利用 小 时 角 9 我 们 将 不 考虑 时 
间 本 身 . 因此 文中 所 有 的 距离 都 以 规范 长 度 S=v/Q 作为 单 
位 长 . 在 此 单位 下 , 设 徒步 者 的 坐标 为 (x,y). 由 上 一 节 的 定 
义 , 可 以 求 得 ,在 任意 小 时 角 出 发 的 “太阳 指 路 图 ”的 (规范 ) 坐 
标 是 


(D 不 热 悉 微 积分 的 读者 可 略 去 推导 过 程 , 只 看 结论 . 
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z = fcosgag, y= [singdg, (4) 

其 中 的 积分 下 限 和 上 限 分 别 是 角 9 在 旅行 起 点 和 终点 时 的 
fH. 

有 一 个 点 , 即 在 北极 处 “太阳 指 路 图 ?可 以 比较 简单 地 确 
定 出 来 . 在 该 点 处 ,太阳 距离 地 平 线 的 高 度 与 小 时 角 9 元 关 ， 
Z==sina( 见 (2)). 由 于 太阳 移动 的 角速度 是 常数 ,因此 角 8B 随 
时 间 线 性 递增 (注意 :8 二 pg1). 从 而 可 以 推 得 :“ 太 阳 指 路 图 ” 必 
是 一 个 圆 . 其 半径 可 以 从 24 小 时 走 过 的 路 程 求 得 :24 * v/2n 
=v/N=S. 因此 ,在 规范 长 度 下 ,在 北 (或 南 ) 极 点 处 “太阳 指 
路 图 ”的 方程 是 

0 二 十 90": 2+ (y 一 1)? 二 1, 与 a 无 关 . 

太阳 在 空中 的 运行 关于 通过 天 顶 轴 和 南 轴 的 平面 ( 即 了 
二 0) 是 镜面 对 称 的 ,因此 对 于 9 和 一 2, 太 阳 的 两 个 位 置 是 对 
称 点 . Wa XYZ 和 的 大 小 都 没有 变 , 但 了 Y 和 8 的 符号 相 
反 . 因为 cosp8 是 关于 ?的 偶 函 数 , 所 以 有 如 下 的 等 式 . 

Z(2) — x(0) = x(0) — xC— 9). 
而 sing 是 关于 p 的 奇 函 数 ,因此 有 
yp) — yO) = y(— 9 — yO), 

显然 ,直线 z(0) 是 “太阳 指 路 图 ”中 的 一 条 镜面 直线 . 同样 的 
讨论 也 适用 于 小 时 角 为 * 十 p 和 7--gq 的 情形 ,此 时 y 和 8 也 
只 改变 符号 ,因此 直线 z(7) 也 是 “太阳 指 路 图 ”中 的 一 条 镜面 
直线 . 

从 而 ,在 研究 “太阳 指 路 图 ”时 ,只 需 讨 论 0,070 的 情形 . 
下 面 的 表 1 概括 了 由 符号 的 改变 而 发 生 的 方向 的 变化 . 
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向 


如 果 用 太阳 的 高 度 Z 对 小 时 角 p 作 变量 替换 , 则 (4) 中 了 
和 y 的 积分 可 以 化 为 熟知 的 形式 , 但 是 ,对 于 给 定 的 Z 值 , 相 
应 的 pp 角 不 唯一 : 

ZC 9) = Z(p) = Z(n p). 
因此 必须 限制 的 取 值 在 区 间 [0,x 中 ,区 间 的 端点 是 : 
9-20; Z—cos(Ü — a); p= mi Z - — cos(0 + a). 

要 看 到 ,在 此 区 间 中 yz 0 CA C200. 对 于 其 他 小 时 角 的 “太阳 
指 路 图 ”可 以 (分 别 ) 利 用 关于 直线 x(0) 和 x(x) 的 镜面 对 称 
性 求 得 . 因为 


dZ =— Ycosóde, 
X = (Zsing — sina) /cos0, 
Yeos@ = /[cos(@ — a) — Z ][cos(0 + e) +Z], 
所 以 xz 和 y 的 方程 是 
z(Q — r0) 一 一 te0|(Z — sina/sinO)dZ/(Ycos0 V1 — Z^), 


x9 — y(0) = 一 Jaz/ cost JIZZ), 


其 中 的 积分 下 限 是 cos CO — a), RI or ERER AFREEN 9 

的 Z 值 . 可 以 发 现 , 在 z 的 表达 式 中 包含 有 一 个 非 标准 形式 

的 椭圆 积分 . 如 果 a0 BRIO) — |e|, 则 z 可 以 直接 积 出 来 ,但 
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所 得 结果 对 解 闫 问题 并 没有 太 厌 的 贡献 ,因为 其 中 必须 估计 
数值 计算 的 精确 度 ,而 这 在 所 有 其 他 的 情形 也 都 要 做 ， 
将 y 的 表达 式 中 的 积分 积 出 得 
yp — y(0) = (arecosZ -0 十 a)/cosb. 

注意 ,arccosZ 是 太阳 和 天 顶 之 间 的 夹 角 . 对 于 任意 Z 值 ， 
arccosZ 在 0 到 7 之 间 , 经 过 24 小 时 ,arccosZ 叉 达 到 相 辐 的 
值 ,因此 y 值 也 相同 . 也 就 是 说 ,“ 太 阳 指 路 图 ”在 东西 轴 方 向 
上 的 分 量 是 周期 性 的 ,周期 是 24 小 时 ， 


4， 结 论 与 分 析 
为 确定 “太阳 指 路 图 "在 不 同 续 C ) 
度 和 不 同 季节 的 形状 ,需要 作 数 值 {>a 
计算 . 下 面 介绍 几 个 具体 的 “太阳 指 4 PY 
路 图 ”, 见 图 2 一 图 5. 在 这 些 例子 { > 
中 ,季节 角 a 都 是 20", 即 在 6 月 21 
日 前 后 . 图 形 中 的 方向 按 通 常 的 习 


JR. 上 北 下 南 , 左 西 右 东 . 图 中 的 点 
是 徒步 者 在 整 钟 点 时 到 达 的 位 置 ， 
而 旁边 的 数字 即 为 此 时 的 钟点 . 

图 2 中 的 “太阳 指 路 图 ”是 在 北 
Hi 45" 处 (图 中 数字 表示 一 天 中 的 整 钟 点 数 ), 太 阳 的 运行 轨 
迹 见 图 1. 正午 时 太阳 在 南面 ,因此 徒步 者 朝 南 走 , 即 在 图 形 
中 朝 下 方 走 .但 在 下 午 的 旅程 中 方向 转 为 朝 西 . 从 图 1 我 们 可 
以 清楚 地 看 到 ,在 16 时 后 ,太阳 位 于 西 面 .“ 太 阳 指 路 图 ”与 此 
是 一 致 的 . 在 过 了 16 时 之 后 的 一 段 时 间 里 ,曲线 的 切线 方向 
指向 西 .子夜 时 分 ,徒步 者 朝 北 走 . 从 图 中 可 以 看 到 ,行进 方向 
从 朝 南 变 到 朝 西 用 了 4 个 小 时 差 一 点 儿 的 时 间 ,而 从 朝 西 变 
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图 2 北纬 45* 处 季节 角 为 20 
时 的 “太阳 指 路 图 ” 


BRAILES 8 个 小 时 ! 因此 ,夜间 路 线 的 弯曲 程度 不 如 白 
天 . 在 早晨 8 时 前 不 久 , 太 阳 从 东方 升 起 ,因此 徒步 者 往 东 走 . 
到 了 中 午 , 如 同 前 一 天 的 中 午 一 样 ,到 达 图 形 中 昌 线 的 最 右 
点 ,但 在 南北 方向 上 有 一 个 往 北 的 平移 . 曲线 的 这 种 形状 是 由 
纬度 和 季节 和 角 决 定 的 ,此 时 |9| 之 lal. 

在 季节 不 变 的 情况 下 ,纬度 越 大 即 越 往 北 , 则 每 天 的 平移 
越 小 . 到 北极 点 时 ,平移 变 为 零 . 这 时 ,“ 太 阳 指 路 图 ”成 为 一 条 
封闭 曲线 , 即 一 个 圆 , 前 文 已 叙述 了 这 种 情形 . 

纬度 越 往 南 (同样 地 ,季节 不 变 ), 则 每 天 的 平移 就 越 大 . 
图 3 是 北纬 25" 处 的 “太阳 指 路 图 ”可 以 看 到 ,图 形 上 在 接近 
太阳 升 起 和 落下 的 时 间 处 有 一 个 重合 点 (此 时 Z — 0, cose 
—tgétge). 因此 ,在 这 一 纬度 和 这 一 季节 ,白天 的 “太阳 指 路 
图 ”实际 上 是 一 条 封闭 曲线 . 也 就 是 说 ,徒步 者 日 出 时 离 家 ,日 
落 时 回 到 家 里 . 


图 3 北纬 25" 处 且 季 节 角 图 4 北纬 20" 处 且 季 节 角 
为 20" 时 的 “太阳 指 路 图 ” 为 20" 时 的 “太阳 指 路 图 ” 


纬度 再 往 南 ,到 达 0=a 时 ,太阳 通过 天 项 (注意 ,这 一 过 
程 总 是 发 生 在 太阳 从 东 到 西 时 ). 因此 ,在 正午 前 一 点 儿 时 间 ， 
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徒步 者 还 在 往 东 走 , 但 马上 ,一 过 12 8 TORE T 
两 个 截然 相反 的 方向 ! 因 此 很 显然 “太阳 指 路 图 "上 有 一个 尖 
点 ,如 图 4 所 示 , 图 中 数字 是 一 天 中 的 整 钟点 数 

纬度 再 往 南 , 则 太阳 将 永远 在 
空中 的 北 半 部 分 ,因此 在 整个 24 小 
时 中 在 每 一 点 的 行进 方向 上 都 有 一 
个 朝 北 的 分 量 .“ 太 阳 指 路 图 ”上 不 
可 能 有 重合 点 . 图 5 给 出 的 是 在 北 
纬 15° 处 (季节 角 仍 是 207) 的 “太阳 
指 路 图 ” 相应 于 赤道 的 太阳 指 路 
图 ?在 6 时 和 18 时 的 位 置 有 一 个 折 
合 的 对 称 性 

图 6 给 出 的 是 对 于 不 同 的 季节 C O 
角 作为 续 度 的 函数 的 每 天 在 南北 方 nr Rm 
向 上 的 平移 , 在 春分 或 秋分 时 (4 二 ege 
O ,每 天 的 平移 是 零 , 目 与 纬度 无 
X. 因此 “太阳 指 路 图 "是 封闭 曲线 ,也 就 是 说 ,在 地 球 的 任何 
地 方 ,徒步 者 在 24 小 时 后 就 回 到 原先 的 出 发 地 . 图 6 中 的 周 
线 显示 ， 随 着 季节 角 的 增 大 ,在 南北 方向 上 每 天 的 平移 也 增 
K. 在 赤道 处 , 它 达到 最 大 值 , 但 在 北极 (或 南极 ) 处 为 零 .图 中 
曲线 上 的 点 表示 太阳 通过 天 顶 的 位 置 ,相应 地 ,太阳 指 路 图 
在 该 处 有 个 尖 点 ,或 者 ,图 形 在 此 处 看 上 去 似乎 有 一 个 拐点， 
对 于 季节 角 大 于 23. 5" 的 情形 (当然 ,这 在 地 球 上 是 不 可 能 
的 1) 看 不 出 有 什么 本 质 性 的 变化 . 对 于 负 的 BCR HHL 
阳 指 路 图 ”可 以 利用 表 1 中 给 出 的 对 称 性 确定 出 来 

“大 阳 指 路 图 ”在 东西 方向 上 的 跨度 等 于 正午 时 和 子夜 时 
两 个 位 置 的 y 坐标 的 差 .在 春分 或 秋分 时 (a 二 0) ,这 一 跨度 在 
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24 小 时 中 南北 方向 上 的 平移 


Ts” 30° '45* 80 75 $0 9 
图 6 AEP AS dey 4 T fa VE ALE He on 
每 天 在 南北 方向 上 的 平移 
赤道 处 为 x*( 此 时 的 “太阳 指 路 图 ”是 一 条 东西 向 的 直线 ) , 随 
者 纬度 增加 逐渐 减少 ,到 北极 时 为 2( 此 时 的 “太阳 指 路 图 ”是 
一 个 单位 圆 . 一 般 情 形 时 可 得 到 
y — BJE = (x — 2101)/cos0, 19| > lal; 
y — BE = (x 一 24al)/cosg， 6| < |a]. 
在 文章 开始 处 徒步 者 们 提出 的 问题 现在 可 以 回答 如 下 : 
REJO >ja ,他们 就 一 定 能 回 到 家 里 ,因为 在 这 种 情形 时 的 
“太阳 指 路 图 ”上 有 一 个 重合 点 . 


( 朱 学 贤 编 译 , 潘 承 彪 校 ) 
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HR rmm gm 
Bennet Manvel 


在 1945 年 1 月 的 《美国 数学 月 刊 》 上 ,E. D. Schell 提出 
了 下 述 问题 : 

现 有 8 枚 同类 硬币 和 一 架 天 平 ,其 中 至 多 有 一 

枚 质 币 ,其 重量 轻 于 别 的 硬币 . 怎样 使 用 天 平 两 次 来 

测 知 这 8 枚 硬币 中 有 没有 履 币 ;如 果 有 ,是 哪 一 枚 ? 

现在 这 类 称 重 问题 像 魔方 和 Mobius 带 一 样 ,已 是 传统 
趣味 数学 的 一 个 部 分 ,有 趣 的 是 ,这 类 问题 只 是 从 1945 年 才 
开始 提出 的 . Loyd, Ball, Dudeney 和 Kraitchik 的 有 关 经 典 论 
著 中 并 没有 这 类 问题 . Schell 所 提问 题 引 起 了 反响 ,有 一 阵 在 
American Mathematical Monthly, Scripta Mathematica 和 
Mathematical Gazette 上 曾 刊载 过 一 批 论文 ,但 其 中 都 没有 提 
到 过 有 关 1945 年 前 发 表 的 论著 . 显然 这 类 极为 自然 和 很 有 趣 
的 智力 测验 问题 是 最 近 的 创作 ,而 不 像 有 人 在 1961 年 写 的 那 
样 , 是 “不 时 地 出 现 以 使 新 一 代 解 题 者 困惑 和 激动 的 ” 老 掉 牙 
的 玩意 (1961 年 时 这 类 问题 还 只 有 15 年 的 经 历 !). 

在 1945 年 及 其 后 几 年 中 ,以 前 所 未 闻 的 速度 涌现 的 大 量 
早期 论文 ,从 各 个 方面 解答 和 推广 了 原来 的 问题 . 本 文 提供 的 
称 重 问题 的 几 个 变种 ,都 是 先前 已 解决 过 的 ,但 这 里 的 解法 是 
独创 的 . 

我 们 用 的 是 外 观 相同 的 一 堆 硬 币 ,还 有 一 架 天 平 . 我 们 的 


(D Counterfeit Coin Problems , Mathematics Magazine, S0(1977),90~92. 
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兴趣 在 于 求 出 为 找到 寿 币 所 必需 的 最 小 称 重 次 数 . 所 选 的 解 
法 可 能 同时 需要 几 种 类 型 称 重 问题 的 解 ,因为 所 提问 题 在 一 
次 称 重 后 或 许 会 改变 其 特性 . 例如 ,用 了 一 次 天 平 后 ,我 们 会 
有 一 些 肯 定 为 真 的 硬币 (如 果 天 平平 衡 ,它们 在 天 平 上 ,否则 
它们 是 剩 下 的 硬币 ). 这 样 ,一 次 称 重 后 就 有 与 最 初 所 提 类 型 
不 同 的 问题 . 

我 们 把 面临 的 问题 分 为 两 类 : -KEARN kA N 
轻 ; 另 一 类 是 只 知 胜 币 重量 与 真 币 不 同 . 文 末 还 将 考察 没有 腹 
币 的 可 能 性 . 眼下 先 假定 只 有 一 枚 硬币 不 是 真 的. 有 时 还 将 要 
求 备 有 一 枚 其 重量 是 正常 的 “标准 ”硬币 . 先 从 第 一 类 问题 开 
始 . 

定理 1 设 5 是 一 堆 硬币 ,其 中 有 一 枚 轻 于 其 他 各 枚 ,而 
其 他 各 枚 重量 相等 ,于 是 能 够 找 出 轻 币 的 用 天 平 称 重 的 最 少 
次 数 是 满足 3< IS [O3 的 唯一 的 数 n. 

证 明 ” 先 假定 151=3", 于 是 在 第 一 次 称 时 ,把 S 分 为 数 
量 相同 各 含 3”! 枚 硬币 的 集合 SS, 5. 把 S1,Sz 置 于 天 平 
两 端 . 如 果 天 平 不 平衡 , 则 轻 币 在 轻 侧 ;否则 轻 币 必 在 S. 中， 
不 论 哪 种 情形 ,我 们 把 所 提问 题 归结 为 在 3 个 硬币 中 找 出 
轻 币 的 问题 . 由 此 继续 ,可 知 在 n 次 称 重 后 , 定 能 找到 轻 币 . 如 
果 |S| 过 3", 则 在 天 平 两 端 分 别 放置 币 数 相 同 的 两 堆 硬 币 $:， 
Ss, 而 使 不 放 在 天 平 上 的 硬币 数 至 多 为 3”' ,类 似 于 上 述 的 过 
程 仍 可 进行 .于 是 至 多 再 重复 "一 1 次 这 样 的 步 又 就 可 找 出 轻 
币 . . 
另 一 方面 ,显然 任何 种 类 的 一 次 称 重 都 不 会 比 把 有 嫌疑 
的 一 堆 硬 币 分 成 三 份 更 好 ,这 是 因为 分 成 三 份 时 ,两 堆放 在 天 

@ 我 们 用 [SI 表示 一 堆 硬 币 S 中 的 硬币 个 数 . 一 一 译 者 注 
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平 上 ,一 堆 没 有 放 在 天 平 上 ,因而 结果 是 仅 能 区 分 出 哪 一 堆 含 
diei. 这 样 MRIS S WARE, nl 次 称 重 总 
是 不 够 的 . 

现在 把 所 考虑 的 问题 改变 一 下 ,假定 只 有 一 枚 腹 币 ,其 重 
量 与 真 币 不 同 , 可 能 较 重 ,也 可 能 较 轻 , 为 解答 这 个 较 难 的 问 
题 ,我 们 需要 下 述 一 般 的 考察 ,其 结果 乍 一 看 有 点 奇怪 ， 

引 理 设 $ 是 一 堆 硬币 ,其 中 有 一 枚 的 重量 与 其 他 各 枚 
不 同 ,而 其 他 各 枚 重量 相同 ,我 们 把 这 一 枚 重量 不 同 的 硬币 称 
为 反常 硬币 ,而 其 他 的 称 为 正常 硬币 . 再 设 每 一 枚 上 都 标 有 
“ 重 的 ”或 “ 轻 的 ”, 如 果 这 枚 硬币 不 比 正 常 硬币 轻 或 不 比 正 常 
硬币 重 ( 显 见 , 对 正常 硬币 标 上 “ 重 的 ”或 “ 轻 的 ” 均 可 ). 于 是 能 
够 找 出 这 枚 反常 谭 币 的 用 天 平 称 重 的 最 少 次 数 是 满足 3" < 
LS | c3" 的 唯一 的 n. 

证 明 此 引 理 与 定理 1 相似 ,定理 1 可 看 成 每 枚 硬币 都 
标 有 “ 轻 的 ”, 因 为 已 知 反常 硬币 较 轻 . 事实 上 ,定理 1 中 的 称 
重 过 程 在 此 处 仍 适用 ,但 要 加 一 个 限制 ， 在 天 平 盘 上 放置 硬 
币 时 ,要 保证 两 端 放置 相同 数目 的 “ 轻 的 ” 币 ( 因 而 也 就 是 放 了 
相同 数 且 的“ 重 的 ” 币 ). 于 是 ,如 果 1S1==3", 就 把 5 分 为 硬币 
SOS 377189 = ES, S2 Sar E SS. 中 放 数 目 相 同 的 “ 轻 
的 ” 币 .把 S;,Ss 分 别 置 于 天 平 两 端 , 如 果 一 端 ( 例 如 说 S BE 
BRO S. 的 “ 重 的 ” 币 或 S: 的 “ 轻 的 ” 币 中 ,而 它们 ， 
即 S, 中 的 “ 重 的 ”与 5; 中 的 “ 轻 的 ? 合 起 来 正好 是 3" 1j. 如 
果 天 平平 衡 , 则 帮 币 当然 在 S. 中 ,而 S, 含有 3”! 个 硬币 .这 
样 ,在 各 种 情况 下 ,我 们 都 像 定 理 1 中 那样 ,把 币 数 减少 到 原 
币 数 的 1/3. 对 于 |S | 不 是 3 的 整容 的 情形 ,类 似 于 定理 1 中 
所 用 的 过 程 仍然 有 效 . 

上 述 引 理 是 有 用 的 ,因为 它 描述 了 一 般 类 型 的 称 重 问题 ， 

25 


1n 82 (1) HARÉ BE CEU SUED ,那么 ,在 首次 出 现 不 平 
衡 的 称 重 时 ,对 天 平 上 的 硬币 可 正确 地 标 上 “ 重 的 ”或 “ 轻 的 ”， 
即 天 平 重 的 一 边 的 硬币 上 都 标 上 “ 重 的 ”, 轻 的 一 边 都 标 上 “ 轻 
的 ”. 现在 我 们 可 以 来 解 备 有 一 枚 标准 硬币 情形 下 的 膜 币 问题 
T. 

定理 2 给 定 一 堆 硬 币 $、 一 枚 标准 硬币 ,假定 $ 中 有 一 
枚 硬币 的 重量 异 于 其 他 各 枚 ,而 其 他 各 枚 均 为 标准 重量 ,于 是 
能 够 找 出 反常 硬币 的 用 天 平 称 重 的 最 少 次 数 是 满足 (3” 
—1)/2<|S|<03"—-1) /2 的 唯 -H n. 

证 明 以 M(n) 表 示 通 过 次 称 重 可 以 解答 的 备 有 一 枚 
标准 硬币 时 的 硕 币 问题 中 币 数 的 最 大 值 , 本 定理 断言 M GO 
二 (3" 一 1)/2, 易 见 ,此 断言 当 n=1 和 2 时 为 真 . 

现在 假定 给 了 一 堆 硬币 S 及 一 枚 标准 硬币 ,通过 次 称 
重 可 从 中 找 出 反常 硬币 . 在 首次 称 重 时 ,我 们 从 S 中 取出 两 
WE SS B/S, E 15,1 9-1. 把 S; 加 上 标准 硬币 ,S,，,S， 
分 置 天 平 两 端 , 剩 下 一 堆 5;. 如 果 天 平平 衡 ,我 们 会 保留 5， 
及 标准 硬币 . 为 使 此 时 间 题 可 解 , 必 须要 求 1S31| 志 M(x 一 1). 
另 一 方面 ,如 果 天 平 不 平衡 ,我 们 会 保留 S 和 SS. HL B PT 
说 对 其 中 每 枚 都 正确 地 标 上 “ 重 的 ?或 “ 轻 的 ”, 因 此 为 使 z 一 1 
次 称 重 能 从 S, S, pde m oun BUR |S. E 4-18; | 3". 
由 于 天 平 两 端 币 数 相等 且 其 中 有 一 枚 标准 硬币 , 显 见 在 最 大 
情况 下 恰 有 |S | 十 1S2| 一 3”! 因而, 如果 天 平 不 平衡 ,我 们 
会 保留 3 一 ! 枚 硬币 , 且 每 枚 都 可 标 上 “ 重 的 ”或 “ 轻 的 ” 由 引 理 
得 知 此 问题 可 解 . 

这 样 我 们 发 现 ,如 果 181= CIS IIS; DISS 
3° -M- D ,我 们 能 解 出 称 重 问题 . 由 此 得 到 
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n-i 
M(n) = 3! + Mia — D,MGD = M3 = 3" — 1/2. 


定理 3 设 5S 是 币 数 多 于 2 的 一 堆 硬 币 ,其 中 有 一 - 枚 的 
重量 异 于 其 他 各 榴 ,而 其 他 各 榴 重量 相等 ,于 是 能 够 找 出 反常 
硬币 的 用 天 平 称 重 的 最 少 次 数 是 满足 (3 一 3)/2< | S| 
委 (3" 一 3)7/2 的 唯一 的 

证 明 显然 开始 时 必须 在 天 平 上 比较 两 堆 数目 相间 的 硬 
m S, »$5,38| F — HE S3. 如 果 天 平 不 平衡 , E 币 在 Sy US, 中 , 
且 每 枚 可 标 上 ”“ 重 的 ?或 “ 轻 的 2, SBS, US. I3" .由 
于 两 端 必须 放 相 同 数目 的 硬币 日 不 另外 备 有 标准 硬币 ,所 以 
1S,US;| 的 最 大 值 实际 上 是 3 一 一 1( 这 时 可 从 S. 中 取出 一 
枚 作为 标准 硬币 ), 另 一 方面 ,如 果 天 平平 衡 ,我 们 会 保留 、， 
以 及 (CS 和 S; 中 的 ) 某 个 标准 硬币 . 于 是 由 定理 2, 1S3| 最 大 
可 取 (3 一 一 1)7/2. 把 这 些 结果 一 并 考虑 ,我 们 求 出 1S 1 可 等 于 
(3 一 ]) 十 (3”! 一 1)/2 二 (3" 一 3)/2, 这 正 是 要 证 明 的 结论 . 

定理 1 表明 ,从 & 枚 硬币 中 ,通过 [logak | 次 称 重 可 以 找 
出 一 枚 轻 币 ,其 中 [xz | 表示 大 于 或 等 于 < 的 最 小 整数 (注意 它 
与 x 的 整数 部 分 [x] 不 同 , 二 者 之 间 有 关系 式 [x|]= 
一 [一 +]】), 容易 看 出 , 备 有 一 榴 或 几 枚 标准 硬币 并 不 减少 称 
重 次 数 ,如果 只 知道 履 币 重量 有 别 于 真 币 , 则 如 定理 3 中 所 
证 ,需要 [logs(24 十 3) | 次 称 重 . 然而 在 这 种 情形 ,有 时 用 一 枚 
标准 硬币 会 有 帮助 ,因为 定理 2 渐 言 如 果 备 有 一 枚 标准 硬币 ， 
WB log, (2k +1) 1 十 1 次 称 重 . 

上 面 讨论 的 都 不 是 Schell 原来 提出 的 问题 ,Schell 的 问 
题 是 一 堆 硬 币 中 可 能 有 一 个 性 币 , 也 可 能 没有 . 我 们 讨论 的 每 
个 问题 中 都 假定 恰 有 一 榴 谋 币 . 容易 看 出 ,按照 定理 Lem 
一 定 是 轻 的 ) 中 概述 的 过 程 ,如 果 每 次 称 重 时 天 平 都 平衡 ,于 
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是 恰 留 下 一 枚 从 未 置 放 于 天 平 上 . REPRE SAE 
就 不 好 肯定 这 最 后 一 枚 硬币 的 真 伪 ! 于 是 在 这 种 情形 ,通过 n 
次 称 重 能 处 置 的 币 数 恰 少 一 枚 , 即 (3 一 1) 枚 , AEP E 
币 ( 即 不 确 知 履 币 是 轻 还 是 重 的 情形 ) 所 概述 的 过 程 则 没有 这 
样 的 问题 ,因为 如 果 所 有 硬币 重量 都 相等 ,那么 它们 最 终 都 会 
置 放 到 天 平 上 . 
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美 钞 的 一 边 长 是 无 理 数 ” 
Rick Norwood 


这 里 介绍 一 种 技巧 , 可 将 一 美元 的 纸币 先生 成 一 个 等 边 
三 角形 ,然后 再 委 成 一 个 正 楼 锥 . 

第 一 步 : 将 纸币 横向 对 折 , 压 出 折 痕 ,然后 展开 ,正面 ( 即 
有 人 头像 的 面 ) 朝 上 , 平 放 在 桌子 上 , 见 图 1. 


图 1 k 2 


第 二 步 : 将 左上 角 往 下 折 , 使 其 正好 落 在 纸币 中 间 的 折 
痕 上 ,如 图 2 Aras. 用 平面 几何 的 初等 
知识 易 证 所 得 三 角形 的 3 个 内 角 分 别 
Æ 30°, 60 HI 90"( 提 示 : a= 307). 
第 三 步 : WE 2 中 的 虚线 ,将 纸 
币 的 左下 角 往 上 折 , 则 它 正 好 落 在 纸 
币 的 上 边缘 上 , 见 图 3. 图 3 
第 四 步 ， 沿 图 3 中 的 虚线 ,将 纸 


© 编译 自 Rick Norwood 的 文章 “Money is irrational”, 3| H Math. Maga- 
zine ,61(1988) ,No.2,101 一 102. 
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币 的 左上 角 往 下 折 , 见 图 4. 可 以 看 到 , 它 与 纸币 的 右 下 角 正 
好 (或 差不多 正好 ) 重 合 . 


AN A 


f a4 图 5 


第 五 步 : 沿 图 4 中 的 虚线 ,将 右上 角 往 里 折 , 正 好 形成 一 
个 等 边 三 角形 , 见 图 5. 

上 述 折 看 过 程 说 明了 ; 一 美元 纸币 的 宽 与 长 之 比 ,非常 
近似 地 等 于 等 边 三 角形 的 高 与 其 底 边 的 2 倍 的 比 , 即 无 理 比 
V3 14. 

如 果 所 有 的 折 痕 都 很 清晰 , 则 将 折 好 的 图 形 慢 慢 展开 , 放 
在 桌 上 ,就 得 到 一 个 正 楼 锥 (每 个 面 都 是 一 个 等 边 三 角形 ) , 见 
图 6. 


〈 朱 学 贤 编 译 , 刘 勇 校 ) 
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Ho 灯 " 


J. 1. Katz 


1， 问 题 


任何 一 个 骑 车 人 或 司机 都 有 过 这 样 的 经 历 ,在 驶 上 一 条 
弯 道 或 一 段 上 坡 路 时 ,看 到 前 方 不 远 处 的 交通 灯 是 红 灯 , 但 相 
距 的 距离 又 使 你 没有 必要 去 踩 刹 车 , 懒 -点 的 骑 车 人 或 比较 
节俭 的 司机 都 会 考虑 是 否 可 以 保持 某 种 速度 前 进 ,指望 到 达 
交通 路 口 时 已 变 为 绿灯 ,这 当然 是 为 了 避免 不 必要 的 能 量 损 
耗 并 节省 体力 或 供 料 . 在 一 开始 看 到 绿灯 时 也 会 产生 类 似 的 
问题 ,因为 在 到 达 路 口 前 交通 灯 可 能 会 变 成 红 灯 , 所 以 驾车 人 
必须 考 虚 加 速 ( 如 果 是 合法 的 ) 的 代价 是 否 可 以 保证 增加 在 交 
通 灯 变 成 红色 之 前 通过 路 口 的 机 会 . 

这 一 问题 初 看 起 来 似乎 十 分 简单 ,但 是 进一步 的 深究 揭 
示 出 几 种 参数 体系 和 各 种 复杂 性 . 本 文 提 供 的 关于 这 一 问题 
最 重要 情形 的 分 析 尽 管 可 能 是 显而易见 的 ,但 颇具 启发 性 . 这 
一 解法 尽管 事后 看 来 十 分 明显 ,但 一 开始 接触 时 并 不 尽 然 . 问 
题 的 实际 情况 依赖 于 许多 因素 ,其 中 的 一 些 我 们 知之 其 少 . 为 
此 ,我 们 作 如 下 的 简化 假定 . 假定 路 是 平坦 的 ,车 的 行驶 无 摩 
擦 .无 空气 阻力 或 者 其 他 损耗 ;假定 车 可 以 做 任意 瞬时 的 正 的 
或 负 的 加 速 ;又 假定 车 的 推动 力 的 能 效 是 常量 ,但 刹车 中 的 动 


Q HH J. I Katz 的 “How to approach a traffic light", Math. Magazine, 
63(1990),226 — 230. 


31 


能 损耗 是 不 能 恢复 的 . 在 发 动机 空 载 和 骑 车 的 相应 状态 中 没 
有 能 量 消耗 ,这 等 价 于 假定 目标 是 不 考虑 时 间 的 最 优化 能 量 
耗费 . 交通 灯 规 律 性 地 以 周期 了 重复 , 红 灯 持 续 时 间 为 1, 而 
绿灯 持续 时 间 为 tT mtr tu. 这 些 参数 都 假定 已 知 ,但 是 除 
去 交通 灯 的 颜色 外 ,首次 看 到 时 它 处 于 某 个 周期 中 的 那 一 时 
刻 是 未 知 而 且 随 机 的 . 我 们 假定 骑 车 人 或 开车 人 知道 自己 的 
行车 速度 和 离 交 通 灯 的 距离 . 这 种 模型 当然 是 任意 的 ,但 又 比 
较 容易 分 析 , 而 且 可 以 为 更 复杂 和 更 真实 的 模型 提供 一 种 定 
性 的 指导 . 

关于 交通 流量 问题 的 讨论 有 大 最 的 参考 文献 (参见 
Montroll and Badger”?! 8& Haberman ), ,但 是 单车 机 械 能 量 
最 优化 问题 似乎 没有 被 讨论 过 . 


2， 计 算 


先 考虑 首次 看 到 的 是 红 灯 的 情形 . 利用 表示 时 间 变 化 的 
数 轴 ( 图 1) 可 对 问题 作 最 佳 的 分 析 . 车 辆 以 速度 v 向 前 行驶 ， 
在 距离 d 处 看 到 交通 灯 . 我 们 要 计算 上 时刻 后 交通 灯 变 成 绿 
色 的 概率 Ps, 其 中 t=d/v 是 以 匀速 v 前 进 到 达 交 通 灯 所 需 
的 时 间 . 注意 ,上 是 此 问题 的 一 个 参数 但 不 是 随机 变量 . 


红 绿 红 绿 
A B C D E 
H 1. i ALL 


T t, T 了 十 去 2T 


fel OLIME E d LT RS UT Te BT 


首先 用 + =1 一 nT(n RE 48 11 20 的 可 能 取 的 最 大 整数 ) 
取代 z. 因为 假定 了 交通 灯 的 显示 周期 为 了 ,所 以 这 样 做 是 多 
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许 的 . 于 是 ,我们 可 以 只 考虑 图 1 中 所 示 的 起 始 两 个 周期 的 一 
段 时 间 数 轴 , 其 原点 取 为 交通 灯 由 绿 变 红 的 时 刻 . 图 中 的 变量 
为 1 十 t,tY 和 都 在 0 到 工 之 间 变 化 ,因此 只 和 需 考虑 0 到 Zr 
之 间 的 时 间 数 轴 . 

设 骑 车 人 或 司机 在 某 个 周期 中 中 的 时 刻 r(0<r<z) 看 到 
红色 交通 灯 (r 为 在 AB 区 间 上 均匀 分 布 的 随机 变量 ) ,而 在 
时 间 数 轴 上 的 cà ne 时 刻 到 达 路 口 . 我 们 必须 计算 使 得 时 刻 + 
十 t+ 位 于 BC 上 的 那 一 部 分 可 能 的 7 的 值 (由 于 r<t, 因 此 对 
PeT, +r 不 可 能 在 DE E). 我 们 分 如 下 几 种 情形 讨论 : 

(a) 如 果 2 <a, BUS ARAM F ttr cH 
在 BC 中 , 这 种 情形 发 生 的 概率 为 

tr tt) r 
D» t, 

(D) WERE <E Ht St, BRAM FT tot KaT ot + 

rt 将 在 BC 中 .这 种 情形 发 生 的 概率 为 
(T-t)-G~#) _ t 
t, t 

O Me! St, Ht <t,, BRAM F <t A r +7 将 在 
BC 中 ,这 种 情形 发 生 的 概率 为 1， 

(D ME tt, Ht St, MAM F 0<rz<T 一 上 A t Hr 


将 在 BC 中 . 这 种 情形 发 生 的 概率 为 二 
注意 ,对 于 具有 >t 的 交通 灯 的 情形 4b) 不 可 能 发 生 ， 


T eu. 则 情形 Cc) 不 可 能 发 生 . 
EGR 4 种 情形 可 总 结 为 如 下 的 概率 表 ( 见 表 D. ER 1 


@ 在 图 1 中 标 在 第 一 个 周期 0~ 人 中 ,由 周期 性 知 这 也 是 可 以 的 - 
一 一 译 者 注 
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中 , 第 一 行 包含 情形 (a) 和 (c) ,而 第 二 行 包含 情形 (b) 和 (d). 
注意 到 对 应 于 特殊 情形 (— 7/2 的 概率 值 只 可 能 是 下 表 中 的 
左上 和 角 或 右 下 角 所 列 值 . 前 者 适用 于 二 <T/2 的 情形 而 后 者 
EHF 67/2. 我 们 把 最 初 看 到 的 是 绿灯 的 类 似 结果 列 成 
# 2. 


表 1 最 初 看 到 的 是 红 灯 而 到 达 时 为 绿灯 的 概率 


在 下 面 的 图 2 中 我 们 把 表 1 和 表 2 中 出 现 的 各 种 参数 表 
AUR, (URL UC BAL ER CD. 此 图 形 是 表 1 和 表 2 中 各 个 情形 所 对 应 
的 各 参数 之 间 关 系 的 一 种 方便 的 图 示 . 例如 ,出 现 表 1 中 “ 左 
上 ”情形 Pmr /t 时 ,参数 ts 和 就 落 在 标 有 “左上 ”的 三 角 
形 区 域 中 ,其 他 类 似 . 图 3 展示 了 最 初 看 到 的 是 红 灯 而 到 达 时 
为 绿灯 的 概率 P; 的 可 能 形式 ,而 对 于 最 初 看 到 的 是 绿灯 到 达 
时 也 为 绿灯 的 相应 图 形 是 类 似 的 ,并 且 可 利用 表 2 ii ib. 


© 因为 如 十 二 = 人 . 一 一 译 者 注 
34 


图 2 作为 和 如 的 函数 的 参 
数 分 类 图 示 . 参数 落 入 标 有 “ 左 


域 时 ,在 表 1 和 表 2 中 就 出 现 
相应 的 在 左上”, “右上”,…… 


图 3 TTE 
对 应 的 概率 . 实心 线 对 应 于 te 
=T/2 的 情形 , 破 折 号 线 对 应 
Toa — T/3 的 情形 ,而 点 线 对 
应 于 如 一 27TV/3 情形 . ix Eod R 


的 情形 . 


都 以 周期 了 无限 重复 . 


3， 结 果 


考虑 最 初 看 到 的 是 红 灯 的 情形 . 我 们 采取 这 样 一 种 策略 : 
车 辆 瞬时 从 初始 速度 vo 降 为 ,然后 匀速 行驶 . 在 此 策略 中 记 
E, 为 剩余 平均 动能 ,而 车 辆 借助 此 能 量 匀速 通过 交通 路 口 ， 
对 于 质量 为 m 的 车 辆 有 
- 1 
=> 

我 们 希望 极 大 化 Ex. 对 于 表 1 左上 角 部 分 中 的 # 值 , P。 
为 的 递减 函数 (由 于 忆 为 的 递减 函数 ), 因 此 ,微小 的 速度 
减 小 可 以 增 大 E. 用 P, 的 表达 式 ( 利 用 二 和 :的 定义 ) 代 替 
(中 的 PCz) 得 到 


E, = 


mv P, Ct). d) 


Tod — x Tv?). (2) 


l 
2 
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在 表 Y 的 其 余 三 个 部 分 中 ,Ps 是 v SE RO EE 
的 减速 总 是 不 利 的 . 

对 于 n==0( 实 际 中 最 常见 的 情形 ), 即 使 在 对 应 于 表 1 的 
左上 角 部 分 的 情形 ,E 也 为 v 的 递增 函数 . 这 时 结论 是 明确 
的 , 即 不 要 由 于 最 初 看 到 的 是 红 灯 而 减速 . 这 是 因为 动能 的 损 
失 在 价值 上 远 远 超过 所 增加 的 到 达 时 刻 为 绿灯 的 机 会 . 

对 于 x 之 1, 对 应 于 离 交通 灯 较 远 (或 车 速 较 慢 ) 的 情形 ， 
结论 是 不 同 的 . 在 表 1 的 左上 角 部 分 ,Er 为 "的 递减 函数 人 
的 递增 函数 ). 此 时 立即 刹车 使 * 增 大 到 比 z 和 小 的 值 是 有 
利 的 . 这 不 是 大 幅度 的 减速 ,而且 它 决 不 超过 其 在 如 一 T/2 和 
i —0 时 的 值 . 在 此 情形 ,速度 变化 为 原来 的 1/C2n 十 1). 这 种 
减速 使 得 参数 落 在 表 1 中 其 余 三 个 四 分 之 一 部 分 的 边界 上 ， 
因此 进一步 的 减速 是 不 利 的 (对 于 任意 的 02. 

WRR ERI 中 的 右 下 角 部 分 (对 应 于 图 3 中 曲线 
中 的 负 斜 率 ) ,那么 

E, = 


i [Cn + DvT — vd]. (3) 


明显 有 和 :>0, 而 且 再 小 的 减速 也 将 是 不 利 的 . 然而 ,把 增 


加 1, 并 且 置 上 + 于 表 1 的 左上 角 部 分 的 有 限 减速 可 能 是 有 利 
的 .这 一 意外 结果 产生 的 原因 在 于 PeO E t=T RER h 
(E. v 的 减少 (或 1 的 增加 ) 可 能 使 Pe 达到 其 最 大 值 且 总 的 来 
讲 是 增加 E. 的 值 . 要 决定 是 否 对 于 参数 的 任意 特定 值 都 如 
此 ,还 需要 一 些 代 数理 论 ， 

如 果 最 初 的 ! 是 在 表 1 中 的 右上 角 或 左下 角 部 分 ,那么 
P, 取 到 其 最 大 值 并 且 最 优 策略 是 不 加 速 . 

对 于 永恒 绿灯 ( 即 4 二 了,t.==0,P, 一 1) 的 平凡 情形 ,检查 
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一 下 上 述 理论 是 有 益 的 . 在 此 平凡 情形 ,由 (1) 知 E = mv /2. 
Ey 明显 地 通过 保持 最 初速 度 达到 最 大 值 ( 因 为 永 不 需要 停 
车 ,任何 减速 都 将 是 完全 没有 必要 的 能 量 耗费 ). 
最 初 看 到 的 是 绿灯 的 问题 非常 近似 于 刚 讨论 过 的 情形 . 
其 对 应 的 概率 值 列 在 表 2 rp. 最 常见 的 情形 是 n—0 的 左上 角 
部 分 情形 ,在 此 情形 时 加 速 俗称 为 抢 行 . 由 于 此 时 Ps 为 上 的 
递减 函数 ,因此 减速 显然 是 不 利 的 . 为 了 决定 加 速 是 否 有 利 ， 
需要 考虑 冒 着 到 时 为 红 灯 的 风险 以 速度 v 行 驶 的 车 辆 的 动能 
的 平均 损耗 C 
C= lovi — Po. (4) 


处 理 到 达 时 为 红 灯 的 耗费 比 处 理 通过 绿灯 的 剩余 动能 更 方 
便 , 因 为 前 者 更 便于 考虑 在 从 初始 速度 到 o 的 加 速 过 程 中 所 
需要 的 任何 附加 功能 . 对 于 通常 情形 ， nx 二 0, 由 表 2 中 左上 角 
部 分 P, 的 表达 式 有 
1 mod 
2 ty 
显然 ,为 了 增加 到 达 时 为 绿灯 的 机 会 而 增加 速度 o 是 不 利 的 . 
再 加 上 如 果 在 通过 绿色 交通 灯 后 增加 的 动能 必须 耗 散 掉 而 不 
是 有 效 地 加 以 利用 ,那么 加 速 将 是 更 加 不 利 . 在 n1 和 表 2 
中 其 他 三 个 部 分 的 问题 更 加 复杂 一 些 , 但 是 可 以 将 其 看 成 初 
始 观测 为 红 灯 的 情形 的 类 似 问题 进行 处 理 . 

对 于 初始 看 到 红 灯 的 情形 ,如 晰 和 i 对 应 于 表 1 的 右 
下 角 部 分 ,那么 加 速 可 能 是 有 利 的 . 这 一 明显 自 相 矛盾 的 结论 
是 由 于 在 这 一 参数 体系 中 P. 随 着 "的 增 大 ( 减少 ) 而 增 大 . 
定义 加 速 的 平均 损耗 如 (4) ,那么 可 知 ， 若 :<<2is, 则 对 于 n= 
0 及 在 表 1 中 右 下 角 这 四 分 之 一 部 分 * 加 速 是 有 利 的 ,并 且 对 
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(5) 


T ?之 1 的 情形 ,加 速 总 是 有 利 的 . 

如 果 考 虑 到 在 看 到 交通 灯 后 的 信息 的 累积 ,我 们 可 得 到 
代数 性 更 加 复杂 的 结果 . 一 旦 在 某 一 时 刻 看 到 红 灯 或 绿灯 , 那 
么 观测 者 在 交通 灯 的 这 一 周期 中 的 位 置 也 就 确定 了 ,并 且 对 
于 最 初 看 到 是 红 灯 或 绿灯 的 不 同情 形 ,其 对 应 的 到 达 交 通路 
口 为 绿灯 的 概率 是 不 同 的 . 这 一 附加 信息 的 利用 可 以 稍微 降 
低 C 值 或 增 大 E 值 ,但 不 改变 原始 问题 的 处 理 . 一 旦 观测 到 
颜色 变化 ,问题 变 成 非 随机 的 和 决定 最 优 速度 的 简单 代数 ， 


4， 结 论 


即使 作 了 凡 种 简化 的 物理 假定 ,决定 用 于 驶 近 在 某 周期 
的 一 个 未 知 位 置 看 到 的 交通 灯 的 最 优 能 效 策略 问题 仍然 是 极 
其 复杂 ,而 且 由 一 些 令 人 困惑 的 特殊 情形 组 成 . 幸运 的 是 实际 
中 常见 到 的 情形 往往 是 最 简单 的 . 在 典型 的 市 部 地 区 的 非 正 
式 调 查 发 现 所 考虑 的 值 的 代表 为 : 大 一 40 秒 , 了 一 100 秒 ,v= 
48 和 干 米 / 小 时 ,而 &=0.4 千 米 (因为 存在 允许 左 转 而 且 禁 目 
对 向 行驶 的 时 间 有 段 ,所 以 有 > 之 to). 这 样 上 一 30 秒 ,” 一 0, 表 1 
与 表 2 的 左上 和 角 部 分 的 值 适 用 于 市 郊 地 区 的 情形 . 在 市 区 ,d 
fü c 通常 更 小 ,而 在 乡村 地 区 ,通常 较 大 的 d 伴随 有 较 大 的 v， 
而 且 这 时 交通 灯 比 较 稀 朴 , 因此 ,在 多 数 情形 可 用 的 结果 是 简 
单 的 : 预料 要 见 到 红 灯 时 不 要 减速 ,或 者 加 速 抢 行 . 另 一 种 方 
法 是 滑行 到 交通 灯 前 (或 者 安全 地 停 在 离 交 通 灯 有 一 段 距离 
的 地 方 ) 或 者 滑行 等 到 交通 灯 变 为 绿灯 . 

在 现实 生活 中 ,由 于 摩擦 和 其 他 车 辆 的 存在 使 得 问题 复 
杂 化 . 在 多 数 情形 ,滑行 可 能 应 被 解释 为 保持 常 速 ,而 这 非 最 
好 的 能 效 策略 , 在 此 策略 中 ,车 辆 会 由 于 摩擦 减速 但 是 避免 了 
在 街区 中 间 刹 车 的 不 便 . 主要 的 例外 是 在 比 滑行 距离 短 ( 在 考 
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虑 有 摩擦 的 情况 下 ) 的 地 方 看 到 红 灯 的 情形 . 在 此 情形 ,由 于 
保持 常 速 使 得 既 耗 能 又 降低 P。, 因 此 在 有 摩擦 影响 时 滑行 是 
不 可 取 的 . 

在 我 们 的 假定 下 ,严格 说 最 佳能 效 策略 是 用 无 穷 长 的 时 
闻 以 无 穷 小 的 速度 行驶 . 但 是 实际 情况 拒绝 这 种 做 法 ,而 通过 
极 大 化 同 为 时 间 和 燃料 耗费 的 递减 函数 的 “效用 函数 "( 经 济 
学 术语 ) 来 选择 慢 行 速度 v 这 样 一 来 , 仅 当 立即 面 对 红绿灯 
且 需 要 紧急 刹车 时 才 值得 考虑 动能 的 值 ,并 且 我 们 的 不 考虑 
时 间 极 小 化 能 量 耗 费 模型 是 有 效 的 ， 

存在 一 类 似 问题 ,其 目的 是 不 考虑 能 量 损耗 极 小 化 过 程 ， 
对 于 驾驶 汽车 的 人 ,这 儿 有 一 完全 显而易见 的 解答 ; 即 总 以 
允许 的 最 大 速度 行驶 . 骑 车 人 的 行驶 速度 受 其 复杂 的 生理 因 
素 限制 ,结果 是 能 量 的 浪费 将 减弱 紧 接 而 来 的 加 速 或 速度 . 如 
果 定 量化 这 些 限 制 ,那么 我 们 可 数值 化 地 得 到 最 佳 策略 . 当 
然 ,有 经 验 的 骑 车 人 对 这 样 一 种 策略 可 能 有 来 自 经 验 的 好 的 
直观 理解 
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在 电话 中 扔 硬币 决胜 负 ” 
Charles Vanden Eynden 


甲乙 两 人 分 处 两 地 ,在 电话 中 为 一 件 事 上 谁 有 优先 权 而 
僵持 不 下 ,最 后 决定 用 扔 硬币 猜 正 反面 的 方式 来 解决 . 甲 要 乙 
去 甲 所 在 地 , 乙 要 甲 去 乙 所 在 地 ,但 谁 也 不 愿意 动 . 这 时 甲 对 
乙 说 :“ 也 许 我 们 可 以 谁 都 不 动 .干脆 我 在 这 儿 扔 一 枚 硬币 , 然 
后 你 来 说 哪 一 面 朝 上 . ” 乙 问 ;“ 我 怎么 知道 我 启 了 还 是 输 了 ?” 
甲 回 答 :“ 由 我 来 告诉 你 1” 乙 稍 停 了 一 会 儿 , 然 后 对 甲 说 :“ 这 
主意 太 棒 了 ,不 过 你 不 用 麻烦 了 . 我 手头 正好 有 一 枚 硬币 ,我 
已 把 它 扔 在 桌 上 . 你 说 吧 , 国 徽 面 朝 上 还 是 币值 面 朝 上 ?” 于 是 
甲 回答 “看 来 我 们 只 能 在 一 个 中 间 地 点 见面 来 决胜 负 了 .” 

本 文 目 的 就 是 要 解释 怎样 通过 电话 来 猜 硬币 哪 面 向 上 ， 
使 得 双方 都 满意 ,一 切 都 诚实 无 区 地 进行 . 首先 我 将 说 明 双 方 
如 何 进行 (可 称 为 “协议 ”) ,然后 解释 所 涉及 的 数学 (只 用 到 初 
等 数论 ), 包 括 所 用 的 实际 计算 方法 ,以 及 为 什么 双方 都 认定 

协议 ”参加 者 为 甲乙 两 人 , 甲 先 开 始 , 取 两 个 不 同 的 形 
如 4k+3 的 大 素数 pq ,并 计算 上 一 ze ,然后 告诉 乙 二 的 值 , 

现在 轮 到 乙 . 他 在 0 与 2 之 间 取 一 个 与 2 互 素 的 整数 r， 


(D Flipping a Coin over the Telephone, Mathematics Magazine ,62(1989), 
167—172. 

Q 本 文 是 所 谓 “ 公 开 密 钥 码 ”方法 的 一 个 通俗 解释 . 这 一 方法 的 基础 是 数 
论 中 著名 问题 大 数 分 解 ( 参 看 本 从 书 第 2,3 册 中 的 “因子 分 解 与 素数 判定 ”一 
文 ), 阅 读本 文 需要 一 点 初等 数论 知识 . 一 一 译 者 注 
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并 求 一 个 数 .a, 使 它 满足 ra (mod n), 0<a<n, Bi a E r 
除 以 n 所 得 的 余数 (zx 5 n 互 素 可 通过 计算 xz 与 n 的 最 大 公 
约 数 来 检验 , ). 这 一 步 相当 于 扎 硬 币 . 乙 告 诉 甲 a 的 值 . 
甲 听 到 乙 说 的 a 的 值 后 , 求 出 所 有 满足 
t = almod n), O<t<in (D 
的 整数 t. 可 证 明 这 样 的 + 恰 有 4 个 ,其 中 两 个 是 x 与 x 一 x, 另 
外 两 个 则 不 同 . 甲 在 这 4 个 数 中 选 一 个 y, 并 告诉 乙 . 这 相当 
告诉 乙 硬 币 哪 一 面向 上 . 如 果 y 或 4 一 y 等 于 xz, 甲 胜 ;否则 
乙 胜 . 在 第 二 种 情形 , 乙 得 通过 告诉 甲 x 的 值 ( 它 既 非 y, 也 非 
n 一 y) 来 证 明 他 获胜 . 
例子 ”我 们 以 较 小 的 数 来 说 明 上 述 协议 ,虽然 实际 上 用 
的 数 总 是 要 大 得 多 , 甲 选 素数 p= 二 23,9 二 31, 并 告诉 乙 数值 > 
= 23 X 31=713. 乙 随 便 地 取 一 个 数 zx 一 220, 计 算出 x^ — 
4840025629 (mod 713) ,并 反 过 来 告诉 甲 数值 629. 注意 乙 
知道 


t? = 629(mod 713), 0: « 713 (2) 

的 两 个 解 220 5j 493-— 713— 220. 

现在 甲 用 他 已 知 的 因数 分 解 ?713 一 23X 31 来 计算 (2) 的 
所 有 解 ( 稍 后 将 解释 他 的 计算 方法 ). 他 得 到 解 :一 59,220， 
493,654. 由 于 4932 — 220 (mod 713) ,654=—59(mod 713), 
这 四 个 解 可 以 分 为 两 对 . 甲 并 不 知道 乙 是 从 220,493 这 一 对 
还 是 从 59,654 这 一 对 开始 的 .如 果 甲 选 220 或 493, 他 获胜 ， 
如 果 他 选 59 或 654, 他 失利 . 

为 何 乙 无 法 欺骗 ? 通过 电话 扔 币 的 明显 问题 是 扔 硬币 的 
人 可 以 欺骗 ,不 管 硬币 哪 一 面向 上 ,他 都 可 以 说 对 方 猜 错 了 . 
在 上 述 协议 中 , 乙 相 当 于 扔 币 者 .为 什么 他 不 能 不 管 甲 说 的 y 
而 宣布 甲 错 了 呢 ? 
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协议 规定 乙 通 过 告诉 对 方 他 最 初 取 的 zx 的 值 并 非 y 或 
者 n 一 y 来 证 明 甲 错 了 . 为 什么 乙 不 能 也 把 (1) 的 所 有 四 个 解 
计算 出 来 ,然后 说 他 最 初 取 的 zx 是 这 四 个 解 中 并 非 y 或 4 一 y 
的 哪 两 个 之 一 ? 

答案 在 于 乙 需 要 知道 的 因子 来 计算 其 余 两 个 解 . 如 我 
们 在 下 节 中 将 要 证 明 的 ,事实 上 知道 异 于 y 或 n 一 y 的 一 个 
解 等 价 于 分 解 n. 实际 进行 时 ,p 与 a 总 是 选 得 很 大 ,可 能 每 个 
都 是 十 进 制 的 100 位 数 ,使 得 4 大约 为 十 进 制 的 200 位 . 现在 
还 没有 分 解 很 大 的 数 的 有 效 方法 ,虽然 数学 家 对 这 个 问题 已 
研究 了 几 个 世纪 .用 迄今 已 知 的 适用 于 最 快 计算 机 的 最 有 效 
的 方法 ,分 解 一 个 200 位 数 得 用 几 百 万 年 . 因为 乙 不 能 分 解 
n, 他 只 知道 他 所 提 的 (1) 的 解 zx 以 及 与 之 配对 的 nx, 他 就 
无 法 欺骗 . 

易 见 ,如 果 知 道 同 余 式 (1) 的 第 三 个 解 , 就 能 分 解 n. 
为 ,假定 > 是 (1) 的 解 且 对 模 ” 既 不 同 余 于 z, 也 不 同 余 于 
—z. B 

yb =a = z’ (mod n), 

得 n= pq 整除 y!— 2’ — (y — a) Gta). 如 果 整除 y — x Ml 
yx Guod n), 5j RE FS. 同 理 ,n 不 能 整除 yte. 由 此 可 
tL. p 整除 y 一 x 与 y 十 x 之 一 而 g RAA Al n— pq 
与 y 一 x 的 最 大 公约 数 必 为 p 或 q. 这样 就 可 对 二 与 y 一 x FAK 
几 里 得 算法 来 求 出 n 的 一 个 因数 .如 我 们 在 下 节 中 所 说 ,即使 
对 200 位 的 大 数 , 欧 儿 里 得 算法 也 能 很 快 算出 结 

用 上 面 举 的 例子 来 说 明 . 假定 甲 说 y==59, 则 y —2—59 
一 220 二 一 161, 很 快 算出 一 161 与 713 的 最 大 公约 数 是 23 ,这 
就 是 因子 p. 

欧 几 里 得 算法 的 效率 ” 欧 几 里 得 算法 使 我 们 得 以 计算 整 
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数 wp(o>0) 的 最 大 公约 数 . 写 出 
u = vq tri, O<r<v, 
V =r tr. O0Oxr«n, (3) 
ri = rg Fras (Or. «rn, 


T. jT Targa t tas OS peas 
Eth r, 是 最 后 一 个 非 零 余数 , 则 熟知 7 即 为 w 与 v 的 最 大 公 
约 数 . 

定理 1 如 果 对 整数 与 v(0 二 v 过 wu) 用 欧 几 里 得 算法 ， 
则 所 需 除法 次 数 不 大 于 2logzu. 

WEB] ”只 须 证 明王 <<x/2, 从 而 方程 (3) 左 边 的 数 在 每 隔 
两 次 除法 后 至 少 以 1/2 的 速率 递减 . 如果 vSu/2, H riv 
这 是 显然 的 ;如 果 v>u/2, W) ru vq Ku <u—u/2= 
u/2. 

虽然 Lame 于 1844 年 证 明 欧 几 里 得 算法 中 除法 的 次 数 
不 大 于 与 v 中 较 小 数 的 十 进位 位 数 的 5 倍 , 但 就 我 们 的 目 
的 而 言 ,定理 1 就 够 了 . 例如 ,定理 1 表明 对 两 个 不 多 于 200 
位 的 十 进位 数 进行 欧 几 里 得 算法 运算 , 则 所 需 除 法 次 数 不 超 
过 210g210^* = 400log,10<1400. 这 样 的 运算 在 计算 机 上 不 到 
一 秒 钟 即 可 做 完 . 

下 一 节 中 将 用 到 下 述 事实 ; 用 欧 几 里 得 算法 也 能 求 出 整 
数 a,B, 使 得 out+ Bod, Hr d= luv), $ a= p=, w= 
B-,;—0, BOXE il, 

a; 4. S qita Pi = Piz — qiias 
就 能 很 好 地 在 计算 机 上 操作 . HA aR A ak r= au 十 pm 
G>0), 于 是 特别 地 有 u+ Bo —r.—d. 当 应 用 欧 几 里 得 算 
法 时 , {a@} 利 {8B.} 可 以 同时 递归 地 算出 . 由 于 计算 每 个 a 与 8 
43 


需要 一 次 乘法 和 一 次 减法 ,所 要 执行 的 四 则 运算 总 数 是 单独 
使 用 欧 几 里 得 算法 所 需 运算 总 数 的 5 倍 , 因 而 这 样 的 计算 仍 
FERRY. 
Bh u—31,v— 23 为 例 来 说 明 ( 为 什么 选 这 两 个 数 ,看 了 下 
文 就 会 明白 ). 由 欧 几 里 得 算法 ， 
31 =1 X 23+ 8, 
23 =2 X 8 十 7， 
8=1X7+1, 
FE q—1.23;—2,4,— 1, Tfi a =a,—-q.a=1-1X0=1, 
2 (HH a, =0-2X1=—2,a,=1—1(-2)=3. A A= 
1,8;—3.8,— 4. 这 样 ， 
1 = (31,23) 一 3X31 十 (一 4) X 23. 
甲 算得 出 来 吗 ? 上 述 协议 的 公正 性 基于 当 ” 是 200 位 数 
时 , 乙 不 可 能 算出 (1) 的 另外 两 个 解 . 读者 也 许 会 想 , 甲 能 不 能 
算出 所 有 4 个 解 , 即 使 他 知道 = 的 因数 分 解 . 当然 ,对 于 这 人 么 
大 的 数 ,计算 机 是 必需 的 ;但 对 乙 而 言 , 即 使 有 世界 上 运算 最 
快 的 计算 机 ,对 分 解 4 也 无 济 于 事 . 本 节 中 解释 甲 要 用 的 方 
法 ,这 个 方法 只 用 到 初等 数论 .我们 不 仅 应 说 明 所 述 算法 确 能 
算出 ,而 且 还 必须 说 明 它 用 于 大 数 n 时 所 需 的 时 间 也 是 合理 
的 . 
甲 的 方法 是 讨论 以 下 两 个 同 余 方程 : 

l Y! =atmod p), 6? =a(mod q). (4) 
分 别 求 出 (4) 中 每 个 二 次 同 余 方 程 的 两 个 不 同 余 的 解 ,然后 用 
孙子 定理 得 到 所 需 的 (1) 的 四 个 解 , 下 述 定理 是 Fermat 定理 
GE p 为 素数 且 p AR FM E=] mod 7)) 的 简单 推论 . 

定理 2 设 p== 包 十 3 是 素数 且 不 整除 a. FP =almod 
pA WW aE Ya (nod. pp) 的 一 个 解 . 
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我 们 规定 素数 pog 都 取 4243 的 形式 ,因此 理论 上 可 用 
EXE 2 计算 (4) 中 每 个 同 余 方 程 的 解 . 然而 ,由 于 & 十 1 可 以 是 
100 位 数 , 因 此 需要 特别 关注 一 下 a^ ME p 的 计算 . 其 实 这 种 
计算 可 以 用 下 面 的 相当 有 效 的 方法 来 做 . 先 把 & 十 1 写成 二 进 
制 形 式 , 设 
十 1 一 名 2" + by 277) + oe + boy 
EP o 等 于 0 或 1. 算 出 (6) 的 一 个 方法 是 从 十 1 开始 ,相继 
用 2 去 除 , 留 下 的 余数 就 是 5,51,… ou 注意 到 m<log,10'° 
<400, 因 而 所 需 除法 次 数 不 多 于 400, 现 在 
att! = a^ (a! )^ a) Qa? om, (5) 
用 逐次 平方 并 逐次 模 户 化 简 来 计算 asat, a" (mod p), 这 
至 多 需要 800 次 乘法 和 除法 .最 后 用 逐次 相 乘 并 且 模 p 化 简 
来 计算 (5) 的 右边 ,这 至 多 需要 800 次 运算 . 注意 在 这 些 运 算 
中 从 来 不 用 处 理 大 于 p^ 的 数 . 
SR HAE 275629 (mod 23) 说 明 上 述 方法 . p 4X 5-3, 
He R=5,k+1=6. H 6—2X3-F0,3—2X1-4-1,1 2X0--1, 
(4 60x 2^--1X2'--1x 2. H 
a= 629 = 8(mod 23), 
a’= 64 = 18(mod 23), 
a'= 18? = 324 = 2(mod 23), 
得 a =a =a’a'=18 X 2=36=13 (mod 23), 从 而 得 到 解 
y —13. 建议 读者 用 同样 方法 解 同 余 式 O° = 629 (mod 31). K 
解 为 6 一 28. 
甲 用 上 述 方法 求 出 满足 (4) 的 整数 7 与 o. 他 还 用 早先 解 
释 过 的 欧 几 里 得 算法 求 出 整数 a,8, 满 足 
ap + Bq — 1. (6) 
现在 考虑 4 个 数 
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t =t dap + fq, (7) 
其 中 正 负 号 分 别 独 立 选 取 , 容 易 验证 这 四 个 数 中 任何 两 个 均 
KER n FEIR ÆA 
P= (+ Ygqy = Y (Bq) =a » 1? = almod p), 
X H REST (ORIGO 2840 BUE] =a nod q), 由 于 不 相等 的 
素数 p 与 g MERC — a. DIT n pg BR £a RRR 
DKR. BORE. (725 TASTE AS S] ey FR CO B I fit. 
在 我 们 所 举 的 例子 中 , (6) 是 23a 十 318 二 1, 我 们 已 算出 
其 解 为 e= —4,8=3. dU T COR HL GO IAE Y —13,0—28. 于 
是 . 
+ dap + YBq=+ 28(— 4)23 + 13 X 3 X 31 
=-+ 3785 + 1367 
= 654,59,220,493(mod 713). 
我 们 没有 谈 到 怎样 找 出 负 值 素数 p 与 gq. 已 经 证 实 , 确 定 
一 个 大 数 是 素数 ,比分 解 同样 位 数 的 大 数 要 快 得 多 . 
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一 个 几何 概率 问题 " 


Eric Langford 


一 、 介 绍 


1955 年 ,Frank Hawthorne 在 《美国 数学 月 刊 站 上 提出 
了 如 下 问题 : 若 在 一 4X24 的 矩形 中 随机 投放 三 个 点 , 则 该 
三 点 恰 构 成 钝 角 三 角形 的 概率 值 为 多 大 ? 

这 是 一 个 看 似 容 易 实 则 具有 相当 难度 的 问题 . 1962 年 ， 
C. S. Ogilvy 在 其 著作 《Tomorrow’s Math. 3》2 中 指出 ， 
Hawthorne 的 问题 还 没有 答案 . 事实 上 ,这 一 问题 至 今 仍 未 得 
到 解决 . 

更 为 一 般 的 提 法 是 ;在 任意 矩形 中 随机 地 投放 三 个 点 ， 
则 此 三 点 恰 构 成 钝 角 三 角形 的 概率 值 为 多 大 ? 

这 一 提 法 是 几 年 前 我 从 Roger Pinkham 教授 处 获得 的 ， 
Roger Pinkham 还 声称 他 于 1956 年 左右 已 部 分 地 解决 了 这 
一 问题 (包括 Hawthorne 的 问题 ), 但 他 的 成 果 一 直 没 有 发 
表 . 

本 文 将 彻底 解决 任意 矩形 中 的 钝 角 三 角形 问题 . 


二 、 分 析 
设 随机 投放 于 算 形 [0,1]X[50, 工 ] 中 的 三 个 点 构成 钝 角 


© 编译 自 Eric Langford 的 “A problem in geometrical probability" , Math. 
Magazine ,43(1970) ,237 — 244. 
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三 角形 的 概率 为 P(L), 因 这 一 概率 不 随 刻度 的 变化 而 变化 ， 
故 上 述 一 般 问题 的 解决 归结 为 关于 P(L) 的 确定 、 

ig R— (Gy); Oxizxil,0x VL} FRNA X,, 
X,, X, Y Ya Ys 相互 独立 ,其 中 XX; 均 服 从 [0,1J 上 的 均匀 分 
布 ,而 每 一 Y; 都 服从 [0,L1 上 的 均匀 分 布 . 考虑 上 述 六 个 变 
量 在 R 上 确定 的 三 个 随机 点 : PiX Y, P= (YM 
P3=(X35Y,) WEA PPP: 为 非 退 化 三 角形 之 概率 为 1. 
由 上 可 知 POO — PCS P 为 钝 角 ) 十 已 ( 角 P; ABE AD +P 
Cf P, 为 钝 角 ) ,这 是 因为 任何 三 角形 最 多 只 有 一 个 钝 角 . 再 
由 对 称 性 知 

PCL) = 3P( 角 Pi 为 钝 角 )， 


EUP P,P, PP RIR ARM P, FP, 及 从 Pi Ps 的 向 
量 , 则 


(P,P) M (P,P) 
cosP, = 一 ， 


一 


| PiP.|| PiPs| 
于 是 知 角 Pi 为 钝 角 的 充分 必要 条 件 为 cosPi<0, 或 
(APO * (PPa) =X; ~ XX — X) 
+ (Y, m YOC, n Y) < 0, 


a 


X = (X, — X,)(X, — X), 
Y= (Y, — Y) O; —Y,), 
则 有 
P(L) = 3PCX +Y <0). 
db Flr) X fi BBD M BH MW (Cumulative Distribution 
Function, 简 记 CDF), 则 由 简单 的 尺度 变换 易 知 Y 的 CDF 可 
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表示 为 Oly) =F G/L), HI AT LE F GO. 25 F GO RE 
后 ,利用 X 与 Y 的 独立 性 可 表 卫 (ZL) 为 如 下 的 Riemann- 
Stieltjes 积分 之 形式 : 


PU) = 3f TFC /LDOdFCn) a) 
(注意 ; 对 任何 工 ,上 式 的 积分 值 均 有 限 ). 
三 、 关 于 Fx) 的 计算 


我 们 首先 计算 条 件 CDF Fiaa) PXST 3 X Sa), 
Bn Fi (rad — PCCX, a) CX, aLr) aE [0,1] FG B 
AX 


F(x) = [Fr Cr,a)da 


得 到 F Ca). 


先 设 x0. 考虑 
X,OX, 平面 上 的 单位 正 
方形 区 域 B= (OG XD: 
0 委 X 委 1,0 委 X 委 1) ,对 
于 任 一 固定 的 x20. BA 
ji fC(OX,—a)(X,—a0)—x 

o -的 图 形 是 分 别 以 X. =a, 

X =a 为 渐 近 线 的 双 曲 线 

图 1 0 时 阴影 部 分 为 ( 见 图 1), 图 1 中 的 阴影 

(OG X)0: OG (Xa a) Sz} WEI CX, X0: CXG— 

a)(X,—a)<a};AX.45 

X, 的 联合 分 布 为 8B 上 的 均匀 分 布 , 故 知 F(x,a) 为 图 1 P9] 
影 部 分 的 面积 . 
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um 


图 1 中 有 两 个 空白 区 域 ,由 B 中 左下 角 的 区 域 41 ME 
上 和 角 的 区 域 4:. 但 一 般 情形 并 非 总 是 如 此 ,Al 和 A, 中 至 多 
只 有 一 个 出 现 , 它 们 依赖 于 zx 和 a 的 数量 关系 . 双 上 曲线 的 下 支 
与 两 个 坐标 轴 均 在 a 一 (x/a) 处 相交 , 故 知 仅 当 a 一 (x/w) 宇 0 
BI a?’ ax 时 A 出现. 类似 地 , 当 ( 一 a 之 x 时 A; 才 出 现 . 

4A 出 现时 ,以 A1 (zx,a) 表 示 A, 之 面积 ,否则 令 
A (ra) =0,F HY a? Z2 时 ,成 六 


A; Ga) L^ a+ x dX, 
= xlogxr — 2xloga + à? 一 z. (2) 
类 似 地 定义 As (xa), Wi24 (1 —a0? x 时 有 
A,(x,a)= | li 一 4 一 元 dX, 
= xlogr — 2xlog(1 — a) + (0 — a) — x. (3) 
在 此 记号 下 ,我 们 有 
Fi(r,a)=1— A(x,a) — A,(x,a), 
从 而 对 任意 08 


Fi =1- [A Giada — | A Giada. 
o 0 
当 Ip 时 显然 有 (x) 二 1; 对 于 0 过 x 二 1, 因 为 当 a 志 Vx 
时 Ai(x,a)=0, 当 (1 一 a) 牵 VX 时 As(x,a)= 二 0, 故 
1 一 Kx 
F(x) =1 -| A, Gr,a)da — f A, Gr ,a)da. 
Kum o 
将 (2),(3) 代 入 上 式 , 则 当 770 时 可 表 
— 2züogz +1) E + 82%), P 0rd 
F(x) = 3 


1, M NA = 1. 
因 rott F(x) 1/3, ESHER F (0) = 1/3. 有 趣 的 
5] 


是 ,结论 FC) —1/3 也 可 由 排列 组 合 方法 得 到 ， 随 机 变量 
Xi,X:,Xs 的 排列 数 为 3! — 6. [18 X, X, X38 8h sr n] Ay 
布 , 故 6 种 排列 的 机 会 相同 . LE CX, X0 (X 一 X <0 
BEEM TFA BH HE: XX EX. XXX. 从 而 
F (0) =2/6=1/3. 


下 面 讨论 r<0 的 情 
É. 仍然 考虑 正方 形 区 域 B. 
当 Zz<0 时 局 (za) 为 图 2 
中 阴影 部 分 的 面积 之 和 . 由 
对 称 性 知 图 2 中 的 两 个 阴影 
部 分 之 面积 相等 . 类 似 于 x 
20 之 情形 ,阴影 部 分 可 能 
不 出 现 , 它 们 依赖 于 zz 和 a 
的 数量 关系 . 所 不 同 的 是 ， 

图 2 当 z<0 时 阴影 部 分 为 当 zx 二 0 时 ,上 述 两 个 阴影 

{(X_,X3): CXo—a)(Xs— a0 Sr} 部 分 只 能 同时 出 现 或 同时 
不 出 现 . 

先 看 左上 和 角 的 阴影 区 域 . 双 曲 线 的 上 支 与 正方 形 区 域 的 
顶部 ( 即 与 直线 XEAN X: X0 — (id x/ 0 —2). 
a), te X, ER RIB X,—a—2x/a. Ak, 4 a—z/a>1 x 
a--z/(Q —a)«0 时 该 区 域 ( 右 下 角 的 阴影 区 域 ) 消 失 . 换 言 
之 , 当 z<a(e 一 1) 时 阴影 部 分 不 出 现 . 故 当 z<a(a 一 1) 时 ， 
Fy (x,a)=0, 14 zzza(a — DW] 


1 
F\(2,a)= 2| ; dX; 


a + xc 
= 2€— xlogC— x) + xlog(a(1 — a)) 
+a 一 a) ca). (4) 
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考虑 到 Oa c1, H ala 一 1) 在 [0,11 上 的 最 小 值 为 一 1/4, 故 
M x 过 一 1/4 时 不 等 式 x 二 a(a 一 1) 恒 成 立 ; 从 而 Fi(zx,a) 二 0 
及 F(z) 一 0, 设 z 宇 一 1/4, 此 时 不 等 式 x 之 a(a 一 1) 与 下 列 不 
等 式 等 价 : 

GQ — /1-4x)/2xta x (0 + V 1-9 42)/2. 
4 1/4 r0 时 
lae ViFm 


F(a) = | Fi@sadda = f F, (2 ,a)da. 
0 > 


ta- JF 
HE CARA ESI — 1/42 <0 时 

F(a) = 2atog | + Ate], La 一 82) VTF ds. 
(注意 到 x->0 WHA FG 1/3. ) 综 合 以 上 结果 得 到 F(x) 
的 表达 式 为 
0, DG rz-— 1/4; 


1+ v1 二 4x 1 
+ —(1 — 8x) V1 + 4x, 
1 一 4À1- 4x 3 7 7 


F(a) = 4 M — 1/4 x <0; 

1/3, 4x=0; 

— 2x(logz + 1) + (1 + 822)/3, M 0 z «Ll, 
1, 4221. 

E 3 给 出 了 F(z) 的 图 像 ,其 中 F(z) 在 点 xz 二 0 处 有 竖 直 切 
线 ， 


四 、 关 于 P(Z) 的 计算 


显然 有 P(L)= 二 PO/L), 故 不 失 一 般 性 可 设 L. 如 前 
所 述 ,我 们 有 下 列 Riemann-Stieltjes 积分 表示 : 


2zlog | 
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0 一 02 0 02 941 66 0.8 L0 


图 3 关于 X= (Xe XX — X ) 的 累积 分 布 函数 EONAR 
PUL) = Jn z/LOdFG). 
HOR FGOTE x—0 A BAW , (HEC SP RE TE 
上 连续 , 故 上 式 可 化 为 如 下 的 Riemann fU RIA 


PUL) = s[ rc z/L)F' (dz, (5) 


上 上 述 积分 是 存在 的 ,虽然 被 积 函 数 在 x —0 处 无 界 ， 

注意 到 当 rz 过 一 1/4 时 (x) 二 0, 帮 上 式 积分 下 限 为 
—1/4. 又 因 在 工 之 2 WE; x1 则 (x)==0, 在 1 二 L2 时 
车 zx 之 12/4 则 FF( 一 x/17)==0, 故 上 式 之 积分 上 限 为 a= 
min(1, L*/4). 从 而 有 


PU)= 3f F(— z/LOF' (xd 
—1/4 
=3| F(—2/L)F' Gods 
-174 
+ s[rc- z/LDF! (dz. (6) 
0 


对 上 式 右边 第 一 项 作 变 换 >= 一 x, 分 部 积分 得 
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ò 174 
f. | FC af LO! Godz = | FO/LOF' C^ y)dy 


= 二 二 | FC- y)F'(My)dy, 

其 中 M= VL. 在 第 二 项 中 作 变 换 >=z/7, 则 

[rc z/L')F Godx = prc YF' (Ly)dy, 
其 中 B=a/L?=min(1/L’,1/4). 这 样 ,(6) 式 的 计算 就 转化 为 
求 下 列 形式 的 积分 

IG;A) = [rc y) F'CA*y)dy, 

其 中 4>0,z=min(1/4,1/42). 在 此 记号 下 ,可 表示 为 

PUL) = $ + G/LOLIQ/A/D) 十 3G3D). 
其 中 B=min(1/L?.1/4). 

关于 积分 I(z;4) 的 计算 并 不 难 , 但 很 元 长 ,在 此 省 略 具 


体 的 计算 过 程 . 不 过 在 z=1/4 的 特殊 情形 下 ,我 们 有 
nA 47 logA 


1(1/4,4) = 246 + 900 IC (7) 
当 ISLS? 时 ,B= 二 1/4, 故 有 
PCL) = 1/3 + G/LOIO/A:1/L) + 31(01/4;L). 
BOARNES 则 当 1<L<2 时 有 
-一 ff 2 2 
PG) = 3 十 aoo ^ 4 1/L + go ag U^ + 1/L) 
- eet (Q2 — 1/12). - (8) 
和 有 而 种 情形 信 得 注 意 当 工 二 1, 此 时 B 为 一 正方 形 , 我 们 
有 
P(1) = L5 * 一 = 0. 72520648 


当 工 =2, 下 式 给 出 了 Hawthorne 问题 的 答案 ; 


1199 , 13x 3 
P(2) = 1200 + 128 4 082 = 0. 79837429---. 


4 L>? it, p=1/L, 

PCL) = 1/3 + BG/IÐIQ/4;1/L) + 3LIO/L; L). 
将 TCz;4) 之 一 般 形 式 代 入 到 上 式 中 ,得 到 当 Loe 时 PC) 
的 表示 式 为 


1 1f x 47 log} ATL? LlogL 
P) = 3 + L^| 80L * 300 9 + 300 9 
4 Desin +) +(% - gallo L+ VI -—4 
40 L 10 522) 5p. fra 
L/1-—A|. 63 , 64 
+E 4-1 + B+ al: (9) 


显然 ,最 后 三 项 只 有 当 上 之 2 时 才 有 意义 ,并 且 当 上 =2 时 最 
后 两 项 均 为 零 ,而 arcsin( 2/L) —/2. 因此 若 在 (9) 式 右边 最 
后 三 项 中 以 max( 世 ,2) 代 替 工 ,; 则 C9) 式 对 1<L<2 的 情况 仍 
然 成 立 . 


1 PE 30 30.7 
图 4 PGOXT LÍ d 
图 4 在 对 数 刻 度 下 给 出 了 P(Z) 关 于 工 的 曲线 ， 


本 文 的 摘要 见 [3], 题 目 是 “随机 三 角形 为 钝 角 三 角形 的 
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概率 ” 


( 范 永亮 译 , 朱 学 贤 校 ) 
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p— 0 时 样本 相关 系数 |~| 的 
分 布 的 几何 推导 " 


W. A. Chance 


R. A. Fisher 是 最 早 讨论 二 元 数 集 几何 性 质 的 统计 学 家 
之 一 , 他 指出 ,车 把 x,y 看 成 有 维 球面 上 的 两 点 , 则 x 与 y 的 
相关 系数 就 是 它们 所 引 半 径 之 夹 角 的 余弦 , 但 在 推导 相关 系 
Ber 的 一 般 形 式 的 分 布 时 ,Fisher 的 方法 仍然 有 赖 于 二 元 由 
态 分 布 的 分 析 表 达 式 ( 见 L2]). 

后 来 的 一 些 学 者 ,如 Jackson!  Hotelling ? ,虽然 也 
采用 了 几何 方法 ,但 在 大 多 数 情况 下 ,他 们 的 结果 也 是 用 分 析 
的 方法 给 出 的 . 为 什么 要 选择 分 析 方 法 呢 ?Hotelling™* 的 陈述 
也 许 道 出 了 其 中 因由 . 他 认为 “……Fisher 在 推导 7 的 分 布 时 
所 用 的 技巧 是 为 了 吸引 那些 不 相信 几何 论证 的 学 者 ..” 

当然 ,也 有 些 学 者 不 用 分 析 方 法 而 直接 由 几何 论证 给 出 
了 统计 结果 . Durbin 和 Kendall 利用 线性 空间 的 性 质 给 出 了 
估计 理论 中 的 类 似 结果 . 他 们 认为 :“ 从 最 终 分 析 看 来 ,高 于 =: 
维 的 空间 中 的 几何 证 明 只 是 用 一 种 特殊 的 语言 来 重 述 分 析 结 
果 . 但 这 种 方法 仍然 是 很 有 用 的 ,部 分 原因 是 ,几何 论证 简捷 
明了 ,至 少 在 某 些 问 题 上 比 之 分 析 推 导 更 易于 理解 和 确 


(D A Geometric Derivation of the Distribution of the Correlation Coeffi- 
cient |r| when p=0, Amer. Math. Monthly .93(1986) ,94— 98. 
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Wr, 


何 论证 直接 给 出 了 计算 样本 相关 系数 之 分 布 的 方法 . 设 由 样 
本 值 为 分 量 的 向 量具 有 球 对 称 分 布 ,我 们 证 明了 所 求 之 概率 
分 布 就 是 包含 上 述 向 量 观 测 值 的 空间 中 的 两 个 体积 之 比值 . 


二 、 相 关 性 的 几何 学 


X.Y 为 两 个 列 向 量 , 其 分 车 为 各 原始 观测 值 与 其 均值 

之 差 . 即 

X = Guyana, Y = Quy vs! 
Ehr = i zie» = — i eoi =1,2 e,n, 
Ii city ,为 原始 观测 值 . 于 是 ,Pearson 相关 系数 
可 表示 为 

r= YX/(Y'Y) CX X), 

AP YX 等 均 为 向 量 之 标准 内 积 . 由 此 式 可 知 ,r 也 是 两 向 量 
来 角 的 余弦 值 . 若 以 zx 表示 两 向 量 之 来 角 , 则 -一 cosz- 

设 有 mm 个 和 及 了 的 观测 值 , 则 包含 这 些 向 量 的 空间 之 
最 大 维 数 为 m 一 1， 

为 证 此 结论 ,以 a 表示 由 Y BOX 所 构成 的 n,X2 EAE 
a= (YX). 先 考虑 n= 之 情形 . 此 时 .和 由 两 个 行 向 
量 构成 , 且 任 一 行 向 量 等 于 另 一 行 向 量 乘 以 一 1. 这 是 因为 每 
个 列 向 量 的 分 量 之 和 为 零 . 由 此 知道 ,两 个 行 向 量 中 最 多 只 有 
一 个 是 线性 独立 的 . 这 说 明 两 个 向 量 可 以 包含 在 一 维 空间 中 ， 
显然 ,此 时 广 和 了 位 于 同一 直线 上 trisl 

当 zao 王 3 时 ,和 的 各 行 向 量 之 和 必 为 零 向 量 . 因此 ,二 个 
行 向 量 中 至 多 只 有 两 个 是 线性 独立 的 . 故 X RY AARE TE 
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维 数 不 超 过 2 的 空间 中 . 一 般 地 ,no。X1 阶 向 量 Y 及 XX 可 以 包 
会 在 维 数 不 超 过 ,一 1 的 空间 中 . 

两 向 量 之 夹 角 与 它们 的 长 度 无 关 , 因 此 ,我 们 把 向 量 单位 
化 ,使 其 长 度 为 1. 

no 二 2 的 情况 是 简单 的 . 我 们 考虑 no = 3 的 情形 . 设 XR 
了 包含 于 一 个 二 维 空间 中 ,不 失 一 般 性 可 设 向 量 了 SY. 轴 重 
合 . 如 图 1 所 示 . 图 1 中 的 圆 就 是 X 的 端点 相对 于 YY 的 轨迹 . 
Y 5 X Z 3 ff u=arccosr. 


图 1 


设 X,Y 是 从 不 相关 变量 cs y. HI p=0 的 二 元 总 体 中 随 
机 抽取 的 样本 值 所 构成 的 ,并 设 XY 在 二 维 空间 中 所 处 的 方 
向 是 等 概 的 ,从 而 XY 具有 球 对 称 分 布 . 以 ~ 表示 由 样本 值 
所 得 > 值 , 则 

P-Prn mr | 

5T I KR OWX 及 OYZ 的 面积 和 与 整个 圆 的 面积 之 比 ， 
也 等 于 区 域 OWT 的 面积 与 四 分 之 一 圆 的 面积 之 比 . 

注意 到 XY 的 长 度 为 1, 则 圆 在 第 一 象限 部 分 的 面积 为 
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x/2[ n 
A, = | | adadu 一 一 中 
o Jo 4 


以 u 表示 对 应 于 7 的 向 量 和 ,7* 所 成 的 夹 角 , 则 角度 为 


ue BRE PCR, OWT 的 面积 为 
A, = [fadada = F. 
于 是 ,所 求 概率 为 
A 2 2arccosr, | 
P= A = x^ = 元 (1) 


对 no 二 4 HE XY 被 包含 在 一 个 维 数 至 多 为 三 的 空 
间 中 . 设 了 固定 于 一 坐标 轴 上 , 则 X 的 端点 相对 于 了 的 轨 流 
为 一 以 1 为 半径 的 球面 , 见 图 2. 同 理 , 所 求 概 率 为 P = 
V4/Vi, rf Vi 为 该 球 在 第 一 卦 限 部 分 的 体积 ,而 V: 是 与 了 
成 固定 夹 角 w 的 向 量 X 绕 Y 轴 旋 转 所 成 的 锥 体 在 第 一 卦 限 
部 分 的 体积 . 


Q 为 了 避免 与 相关 系数 = 混 消 ,以 “ 表示 平面 极 坐标 . 
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图 2 中 ,球体 位 于 第 一 卦 限 部 分 的 体积 为 


2/2 fn/2 f1 . z 
V 一 Í f f a’sinudadudv = —. 
0 0 0 6 


而 锥 体位 于 第 一 卦 限 部 分 的 体积 为 


x/2 ue l . nT 
V, = | | | ersinudadudo = 一 (] — cosu,). 


0 00 6 
因此 
P=V/V= rae 一 cosu,)/(t/6) = 1 — COSU.. 
Rll 


P-l-—r. (2) 
将 上 述 结果 一 般 化 , 设 有 m TXY 的 观测 值 ,包含 于 
no 一 1 维 空间 中 . 当 n=ny—3 时 ,所 求 体 积 为 


TA2 l 
V 一 f -| a" sin"usin"" lvi*"sinv, dadudvi**dv,, 
0 0 


1/2 u fl . . 7 . 
V, = | zi [ar sintesin’ ly resint,- dadudv, edv,» 
0 


0 


P= V/V = [sinuda / ['sin'adu. (3) 
0 0 


上 式 依赖 于 观测 值 个 数 之 奇偶 性 . 当 n 为 偶数 时 ， 


1*:3*:5:405 —2) 
2 .4。6…(9 — 1) 


P =1 =r, = rO — r) Y 
S=3 
` SH 
x Q-Ó2Yyg, (4) 
EP n23 为 奇数 . 4 n=1 时 ,P=1 一 r.. 当 m 为 奇数 时 ， 
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P — 2 arccosr, — rn(1-— E 


N^ 2*4-65 — 2) s. , 
x (1+ < 一 / 3-5-(S — Dt r2)? JJ» (5) 


$-2 
SAME 


其 中 n2 ABEX. 4 n=0 时 „P= Žare COS. 


我 们 用 几何 方法 得 到 了 o—0 Bt ir HAERA. 事实 上 ， 
它 恒 等 于 Fisher[ 3] 的 频率 分 布 ; 


aro DS T D/D 
` DGOn, 一 20/2) (1/2) 


对 此 密度 函数 ,(3) 式 中 的 为 
P= fa git uc fa — pry dr, 


0 


Ryo 4 
(1 r?) i dr, 


将 r-cosu n n, —3 代入 , 即 得 (3) 式 . 
( 李 kik RRL ER) 
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用 多 米 诺 牌 覆盖 残缺 的 棋盘 


David Singmaster 


一 、 简 介 


图 0 是 一 个 标准 的 8X 8 国际 象棋 棋盘 ,黑白 两 色 方 格 相 
间 排 列 . 多 米 诺 牌 是 一 种 恰好 覆盖 
两 个 方 格 的 1x2 长 方形 牌 . 用 多 米 
诺 牌 覆盖 残缺 的 棋盘 是 这 样 一 个 问 
Ei. 在 一 个 一 般 的 mXn RELE. 
删 掉 某 些 方 格 后 ,能 否 用 若干 块 多 
米 诺 牌 恰好 将 其 覆盖 . 当 m,n 有 一 
个 为 偶数 时 ,黑色 方 格 数目 等 于 白 
色 方 格 数 ; 当 m,n 丝 为 奇数 时 ,两 ui 
种 颜色 的 方 格 数目 不 等 ,我 们 将 占 
多 数 的 方 格 的 颜色 称 为 多 数 色 ,反之 称 为 少数 色 ,将 位 于 极 和 角 
位 置 方 格 的 颜色 称 为 角色 ,多数 色 与 角色 是 一 致 的 . | 

在 1973 年 1 月 出 版 的 (数学 杂志 》 上 ,R. 吉普 斯 CR. 
Gibbs)0 重 申 这 样 一 个 著名 的 事实 ; 在 一 个 2m X 2m 棋盘 
上 , 除 掉 对 角 线 端点 的 两 个 角 方 格 后 ,不 能 被 多 米 诺 牌 覆盖 ， 
因为 去 掉 的 方 格 是 同一 种 颜色 的 . 然后 ,他 提出 问题 

(a) 在 一 个 2mX2m 棋盘 上 除 掉 任 意 两 个 不 同 颜色 的 方 
格 后 ,可 用 多 米 诺 牌 覆盖 它 吗 ? 

b) 在 一 个 (2m 十 1) X (2m 十 1) 棋 盘 上 除 掉 任意 一 个 多 
数 色 (或 角色 ) 的 方 格 后 ,可 用 多 米 诺 牌 覆盖 吗 ? 


65 


2 BE UI mXn 长 方形 可 被 多 米 诺 牌 覆盖 的 充分 
必要 条 件 是 mm 或 上 是 偶数 . 这 就 促使 我 想到 对 mX2n 棋盘 考 
谍 吉 普 斯 的 间 题 (a) ,对 2m 十 1) X(22 十 1) 棋 盘 考 虑 他 的 问 
题 (b). 后 面 的 定理 1 和 定理 3 对 这 些 一 般 化 了 的 问题 作出 肯 
定 的 回答 ,但 (a) 中 对 m= 1 的 情况 要 除外 , 当 m= 二 1 时 ,定理 
2 给 出 了 覆盖 它 的 充分 必要 条 件 . 

不 难看 出 ,如 果 我 们 除 掉 四 个 方 格 , 问 题 (a) 就 会 失败 .但 
是 我 很 高 兴 地 发 现 , 如 果 除 掉 任意 三 个 方 格 ,其 中 两 个 是 多 数 
色 方 格 , 一 个 是 少数 色 的 ,倘若 mx 隆 0,n 取 0, 问题 (b) 仍 为 真 ， 
这 可 在 定理 4 中 得 到 证 明 . 将 问题 (b) 推 广 至 五 个 方 格 也 会 失 
y. 

这 些 结论 可 进一步 有 效 地 推广 至 维 的 情形 . 定理 5 断 
言 : 一 个 myXmzX… Xm W n 维 棋 盘 , 其 中 某 个 m 是 偶数 
Bom A<j<n) RW 1 AOR BE 28 — 2 个 单元 (每 种 颜色 各 
除 掉 ”一 1 个 单元 ) 后 ,可 被 n BS KERR. 当 所 有 的 m, 
为 奇数 ,删除 掉 28 —1 个 单元 ,其 中 % 个 单元 是 多 数 色 ,n 一 1 
个 单元 是 少数 色 的 ,定理 6 对 此 给 出 了 类 似 的 结果 . 这 些 结果 
在 下 述 意 义 下 是 最 佳 的 ， 在 上 述 情况 中 ,删除 掉 更 多 的 单元 
能 留 下 一 个 不 可 被 覆盖 的 棋盘 . 定理 5 和 定理 6 可 取代 定理 
1,3 8 4, 但 我 还 是 保留 了 定理 1,3,4 的 独立 的 证 明 , 因 为 它 
们 与 一 般 证 明 很 不 相同 . 

在 写作 本 文 时 ,吉普 斯 问题 的 两 个 解法 已 发 表 在 [2] 中 . 
第 一 个 解法 只 适用 于 正方 形 的 棋盘 . 由 C. W. 8 CC. wW. 
Trigg) 提 出 的 第 二 个 解法 可 适用 于 我 的 定理 1 和 定理 3 中 处 
理 的 长 方形 情况 . 然而 我 的 解法 与 已 发 表 的 这 两 个 解法 大 不 
相同 ,并 且 我 在 证 明 中 引进 了 某 些 概念 ,这 些 概念 在 后 面 是 要 
用 到 的 ,因此 我 保留 了 我 的 解法 . 
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二 、 二 维 情 况 


定理 1 4 mol 时 ,一 个 mxX2n 棋盘 , 当 删 除 掉 任意 两 
个 相反 颜色 的 方 格 后 ,可 被 多 米 诺 牌 所 履 盖 ， 

证 明 我 们 将 给 出 四 种 情况 的 图 解 . 在 每 个 图 解 中 ,被 删 
除 的 方 格 均 标 上 一 个 又 号 ,将 棋盘 的 剩余 部 分 分 成 为 若干 长 
方形 ,每 个 这 样 的 长 方形 有 一 条 偶数 长 的 边 ( 称 为 偶 边 ). 偶 边 
的 方向 用 < 一 表示 ,并 且 标 明 其 长 度 . 

我 们 沿 着 z 轴 用 棋盘 的 偶 边 方 向 对 棋盘 定向 ,并 用 
(xy) Rid, EP 15e 2n, lym. 用 0 和 1 代表 两 
种 颜色 , 方 格 (z,y) 的 颜色 与 zx 十 y(mod 2) 一 致 .今后 ,所 有 
FRAR Mod 2). 设 除 掉 的 方 格 为 (a,5) 和 (c,d). 我 们 选择 
a<c: 必 要 时 可 利用 反射 ,我 们 也 能 选择 bd. FA Ca 00 A 
(c,d) 有 不 辐 的 颜色 ,因而 < 十 2 天 c< 十 d. 我 们 或 者 有 a=c, 
bzÉd ,或 者 有 aFe,b=d. 

情况 1 a=c,b¥d. 那么 4 一 b 土 1 和 ec 一 a 是 偶数 , 攻 1 


给 出 一 个 覆盖 . 


情况 2-A ažc,b=d, a 为 奇数 . 那么 a 一 1,c 一 a 一 1， 
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2n— cfl d —b 是 偶数 ,这 样 图 2 给 出 一 个 覆盖 . 

情况 2-B-1 ac, b=d,a HM. bAd. 那么 aH, 
cFin,a—2,i=c—atl,j=c—a—-1,k=2n—c—1 Ñ d—b 
为 偶数 ,于 是 图 3 给 出 一 个 覆盖 . 

情况 2-B-2 azÉc,b—d,a 为 偶数 . 那么 4a 关 1,c 关 2n A 
a—2,i =c—a +1, j=c—a—1 Mk=2n-c—1 为 偶数 , 当 
6<m 了 时 ,图 4 给 出 一 个 覆盖 .如果 5b 二 m, 反 射 图 4 亦 然 得 到 一 
个 覆盖 .证 毕 . 


如 果 m=1, RANA b=d=1. 情况 2-A 仍 正确 ,但 情况 
2-B-2 失 败 , 人 们 容易 看 到 ,不 可 能 存在 一 个 覆盖 . 因而 我 们 有 
下 面 的 论断 ; 

定理 2 考虑 一 条 有 2n 个 方 格 的 带子 ,这 些 方 格 分 别 标 
记 为 1,2,…,n 且 已 交替 着 色 , 假定 删除 了 第 a 个 和 第 c 个 方 
Hace H aXe XAT HHA AAS PE). 那么 这 条 残 
缺 的 带子 可 用 多 米 诺 牌 覆盖 的 充 要 条 件 是 < 为 奇数 . 

定理 3 对 任意 的 奇 整数 + 和 s, 在 一 个 rXs 棋盘 上 删除 
掉 任 意 一 个 多 数 色 ( 即 角色 ) 的 方 格 后 ,该 棋盘 可 被 多 米 诺 牌 
所 覆盖 . 

证 明 观察 图 5. 设 被 删除 的 方 格 为 (a,5), 有 a 十 6 三 0. 
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如 果 a 和 2 均 为 偶数 ,那么 > 一 as 十 1 和 一 5 十 1 也 是 偶数 . 如 
Ba 和 2 均 为 奇数 ,那么 < 一 1, 一 1,r 一 2 和 ss 一 都 是 偶数 ， 
不 论 发 生 哪 一 种 情况 ,图 中 所 有 四 个 长 方形 均 有 一 个 偶 边 .证 
毕 . 


图 5 图 6 


定理 4 对 任意 大 于 1 的 奇 整数 7 和 ;s, 在 一 个 rXs 棋盘 
上 任意 删除 三 个 方 格 ,其 中 两 个 是 多 数 色 方 格 ,一 个 是 少数 色 
的 , 则 该 棋盘 可 被 多 米 诺 牌 所 覆盖 . 
WEB] 设 所 删除 的 方 格 是 (a,5), Ceo d) fl Ce, D. 其 中 
at+b=c+d=0,e+ f £0. fa] z& FB 1, 我 们 可 假设 ace od. 
首先 ,我 们 证 明 可 假设 ca tl d=b+1. 假设 ce 之 a 十 2. 
进而 假设 e 关 a 十 1. 将 >Xs 棋盘 分 割 为 前 a( 或 a 十 1) 列 和 其 
余 的 r 一 a( 或 7 一 a 一 1) 列 ,就 产生 了 两 个 长 方形 . 对 这 两 个 长 
方形 应 用 定理 1( 或 2) 和 3, 从 而 产生 一 个 覆盖 . 现在 ,假设 
e 二 a 十 1. ME f 宇 5, 那 么 (c,d) 和 (e, 放 均 位 于 图 5 的 右上 长 
方形 中 . 我 们 可 应 用 定理 1( 如 果 f=65, 可 利用 定理 2) 对 这 个 
长 方形 产生 一 个 覆盖 ,而 其 余 的 长 方形 均 有 一 个 偶 边 ,于 是 我 
们 对 这 个 棋盘 就 有 了 一 个 覆盖 . 如 果 /一 ,观察 图 6, 图 6 是 
对 (c,d) 画 成 的 图 5. (4a,5) 和 (e, 放 均 在 左下 长 方形 中 ,因此 
刚刚 用 过 的 论证 给 出 了 一 个 覆盖 (其 实 , 第 二 种 情况 恰 是 第 一 
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种 情况 旋转 180.0. 所 以 我 们 只 需 考 虑 axceszad- 1. 对 称 地 ， 
只 需 考 虑 bxdsb-l.HTadbscctd.f8Hc-—a-l, 
d=b+1. 

其 次 ,我 们 证 明 可 假设 ea, f>b Me >a, fb. 假设 
exca. MR /2 那么 (a, 思 和 (e, 亡 均 在 图 6 和 图 8 的 左下 长 
方形 中 . 用 定理 1 可 至 少 对 图 6、 图 8 中 的 一 个 产生 一 个 如 上 
的 覆盖 . 现在 假设 e>a. 如 果 £76,385 Z Ca Ce NMEA 
5 和 图 7 的 右上 长 方形 中 . 根据 刚才 用 过 的 论证 ,我 们 有 一 个 


i 7 图 8 


现在 假设 esca, >b. BM at+b=0. 如 果 a A OBA 
数 ,那么 将 棋盘 分 割 为 前 a 列 和 其 余 的 ra 列 , 产 生 两 个 长 
方形 . 对 这 两 个 长 方形 ,应 用 定理 1 和 定理 3 得 到 一 个 覆盖 . 
如 果 a 和 5 均 为 奇数 ,那么 将 棋盘 分 割 为 前 5 行 和 其 余 的 ;一 
45 行 ,产生 两 个 长 方形 . 对 这 两 个 长 方形 可 使 用 定理 3 和 定理 
1. Xt eas f <b 的 情况 可 同样 处 理 . 现在 ,我 们 已 经 证 明了 对 
任何 一 种 情况 均 存 在 一 个 覆盖 . 证 毕 . 

如 果 + 或 ;是 1, 那 么 定理 4 失败 . 我们 可 写 出 对 这 种 情 
况 存在 覆盖 的 充 要 条 件 , 但 并 没有 多 大 意义 . 将 定理 1 删除 四 
个 方 格 , 以 及 将 定理 4 推广 到 删除 5 个 方 格 均 遭 失败 ,因为 在 
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这 两 种 情况 ,人 们 可 孤立 出 一 个 单独 的 角 方 格 . 
=, neta 


首先 我 们 介绍 某 些 术语 . 我 们 说 一 个 ma X mz X n Xm, 
的 维 棋盘 是 恰当 的 : 如 果 所 有 m 均 大 于 1; 是 偶 的 : 如果 
ET m 是 偶数 ( 即 其 体积 为 偶数 ?; 是 奇 的 ; 如 果 所 有 m 是 
奇数 . 一 个 n 维 多 米 诺 牌 是 一 个 1 X1X…X1X2 的 块 . 通常 
我 们 将 只 称 它 为 一 个 多 米 诺 牌 . 容易 看 出 ,一 个 棋盘 能 被 多 米 
诺 牌 所 覆盖 , 当 且 仅 当 棋盘 是 偶 的 . 我 们 称 棋盘 的 维 单位 立 
方 体 为 单元 Ccell). 

定理 5 在 一 个 恰当 的 、 偶 的 ” 维 棋盘 上 ,删除 掉 任意 的 
2n— 2 个 单元 , 且 每 种 颜色 各 删除 一 半 , 则 这 个 棋盘 可 被 多 米 
[ITI E 

证 明 我 们 将 单元 标记 为 (ziyzray mS 1 S T mei 


—],2,*,n. B BAR GG xum) = Sos; 给 出 标准 的 0-1 
i=] 


着 色 . 我 们 称 着 了 色 的 单元 为 0- 单元 和 1- 单元 . 注意 到 不 必 
改变 基本 情况 就 可 颠倒 着 色 . 现在 假设 m, 可 被 2 整除 ( 记 为 
2|m,). 

本 证 明 是 对 n 进行 归纳 . 对 每 个 ”我们 描述 两 个 覆盖 过 
程 ,这 可 使 我 们 将 问题 化 简 到 所 有 m 是 2 的 情况 . 在 这 种 情 
况 , 可 使 用 这 两 个 过 程 来 覆盖 这 个 ( 超 ) 立 方 体 ,除非 所 有 被 删 
除 掉 的 1- 单元 及! 二 zs 一 … 一 xz, 二 1, 这 或 者 是 不 可 能 的 或 者 
是 平凡 的 情况 . 下 面 详细 叙述 之 ， 

当 nn 二 1 时 ,定理 显然 为 真 . BLUE n> 1E n —1 的 情况 定 
理 成 立 . 考虑 由 n=l 所 确定 的 n—1 维 单元 层 或 4 一 1 HE 
( 超 ) 平 面 . 设 在 这 一 层 中 被 删除 掉 的 0- 单 元 (1- 单 元 ) 数 为 to 
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(ki). 我 们 假定 Eoo D TE » REPULSA ES. 

情况 1 kn. R d=k k. RVNEBRH d 个 具有 
Zi=: 1 的 未 被 删除 的 0- 单 元 ,使 得 与 其 相 邻 的 2 — 2 的 1- 单 
元 也 未 被 删除 . R A m; : mem. H nl 时 ,我 们 有 AS 
277 S2(n—1). 存在 A/2—k FRA x1 的 未 被 删除 的 
0- 单 元 ,并 且 最 多 存在 n—1— FRA n 2 的 被 删除 的 
1 单元 . 因而 至 少 存在 A/2— b; —n-- 19-5, — A/2— n1 
+d>d} BA 1 =1 的 未 被 删除 的 0- 单 元 有 与 其 相 邻 的 
zi 一 2 的 1- 单 元 也 未 被 删除 . 

ed 块 多 米 诺 牌 放 在 这 样 的 & 对 单元 上 . 现在 ,可 将 xz 
=] 这 一 层 视 为 删除 了 kı 个 1- 单 元 和 ky ^ 0- 单 元 ,其 中 ki 
n—2. 由 归纳 假设 ,我 们 可 用 多 米 诺 牌 覆盖 这 一 层 ( 这 里 我 们 
使 用 了 对 maX m XC Xm, 的 (n 一 1) 维 问题 和 1X mm, X… 
Xm H n 维 问题 的 自然 的 等 价 性 , ). 棋盘 的 剩余 部 分 可 视 为 
一 个 删除 了 一 1 一 个 0- 单 元 和 一 1 一 k 个 1- 单 元 的 棋 
盘 , 这 样 我 们 把 问题 化 简 为 一 个 Gm 一 1) XmzX… X m, 的 棋 
盘问 题 . 在 这 里 和 其 他 地 方 , 不 必 说 明 的 是 我 们 正 用 了 这 样 一 
个 事实 ， 当 删除 的 单元 数 少 于 24 一 2 时 ,定理 的 结论 仍然 正 
确 , 只 要 每 种 颜色 的 单元 删除 数 自 相同 . 

情况 2-A kh=n—-le<n—-1 在 zi 二 1 的 面 上 ,选择 
(被 删除 的 ) 任 意 bo 个 1- 单 元 ,并 将 该 面 视 为 已 删除 了 这 ka 
个 1-360380 ko 个 0- 单 元 .因为 <n 一 1, 由 归纳 假设 可 给 出 
这 个 面 的 一 个 覆盖 . tdk kn lk AA d 个 已 被 
这 种 方式 覆盖 了 的 ,但 却 是 我 们 希望 删除 的 1- 单 元 . 考虑 覆 
盖 了 其 中 之 一 的 那 块 多 米 诺 牌 , 它 覆 盖 了 一 个 相 邻 的 0- 单 
元 . 转动 这 块 多 米 诺 牌 使 其 长 边沿 zi 方向 且 仍 覆盖 这 个 相 邻 
的 0- 单 元 以 及 覆盖 这 个 0- 单 元 的 一 个 有 zi 一 2 的 1- 单 元 邻 
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居 . 这 个 邻居 不 可 能 是 一 个 删除 了 的 1- 单 元 ,因为 所 有 删除 
的 1- 单 元 具有 — 1. 我们 对 所 有 这 样 的 d 个 被 覆盖 了 的 ,但 
希望 删除 的 1- 单 元 都 执行 这 一 步 . m 2 的 棋盘 剩余 部 分 可 
视 为 一 个 删除 了 4% 一 1 一 & 个 0- 单 元 和 2 一 1 一 如 个 1 单元 的 
棋盘 . 因而 我 们 再 次 将 问题 化 简 为 一 个 (oa 一 1) X m X 
m, 棋盘 的 问题 . 

情况 2-B ki=n—l,ko=n—1. 那么 所 有 被 删除 的 单元 
均 在 第 一 层 . 我 们 可 以 很 容易 地 覆盖 z= 二 m1 ,zi 一 m1 一 1 ， 

2,—3 的 那些 层 . 于 是 将 问题 化 简 到 一 个 2XmsX… Xm, 棋 

盘 的 问题 . 

重复 使 用 这 些 化 简 , 终 于 可 将 问题 归结 到 一 个 2X ms X 
… Xm 棋盘 ,然后 对 每 个 其 他 维 也 使 用 此 法 ,最 终 可 将 问题 
简化 为 一 个 2x2X…X2 HERE CHI 0 维 立 方 体 ). 

关于 这 个 n 维 立方 体 , 再 次 考虑 r=1 的 那 层 , 设 ks CR) 
为 在 该 层 中 删除 的 0- 单 元 (1- 单 元 ) 数 目 ,并且 假 设 kok. R 
们 可 假设 如 关 0; 必 要 时 ,可 用 反射 这 个 立方 体 实现 . 

情况 3-A ky<n—2,ko=0. 在 zi 一 2 的 面 上 有 jo 二 n 一 1 
个 删除 了 的 -ATA janik 个 删除 了 的 1- 单 元 . 我 们 
可 以 利用 情况 2-A 的 论证 来 证 明 此 种 情况 ,只 要 在 证 明 过 程 
中 始终 将 0- 单 元 与 1- 单 元 交换 ,将 zi 一 1 的 面 与 = 一 2 的 面 
交换 . 从 而 对 zi 一 2 的 面 给 出 了 一 个 覆盖 ,而 余下 的 zx1 一 1 的 
HEE k AORTA k 个 1 单元 被 删除 了 . 由 归纳 法 假设 ， 
我 们 可 以 覆盖 这 一 层 ， 

情况 3-B kn- 2 k> 0. 直接 应 用 情况 1 的 论证 可 以 
给 出 zi 一 1 这 一 层 的 一 个 窗 盖 .余下 的 zi 二 2 这 一 层 上 有 ?一 
1 一 名 1 个 0- MM nn 一 1 一 ko 个 1- 单 元 被 删除 了 . 由 归纳 法 假 
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于 是 ,除了 名 ==n 一 1, 妈 所 有 删 掉 的 1- 单元 都 有 zi 二 1 这 
种 情况 之 外 ,我 们 能 够 覆盖 这 个 残缺 的 = 维 立方 体 . 对 每 个 其 
余 的 维 , 均 可 利用 这 个 论证 ,因而 除非 所 有 删 掉 的 1- 单 元 均 
有 z==1 二 xs 二 … 二 x, 我 们 可 有 一 个 覆盖 .但 在 n BAK 
中 只 有 一 个 这 样 的 单元 ,而 我 们 删 掉 了 x 一 1 P 1-650. n 
>2 时 ,这 是 不 可 能 的 . 当 n=2 时 ,这 个 2X2 问题 是 简单 的 . 
WEE. 

定理 6 在 一 个 恰当 的 . 奇 的 ” 维 棋 盘 上 ,删除 掉 任 意 2n 
一 1 个 单元 ,其 中 个 单元 为 多 数 色 的 ,n 一 1 个 单元 为 少数 色 
的 , 则 该 棋盘 可 用 多 米 诺 牌 覆盖 ， 

证 明 ”假定 棋盘 已 着 色 , 角 单 元 的 着 色 为 0, 于 是 我 们 删 
ER T n 个 0- 单 元 和 一 1 个 二 单 元 .证 明 的 模式 与 定理 5 相 
似 . 我 们 描述 一 个 覆盖 过 程 ,该 过 程 可 将 问题 化 简 到 一 个 3 x 
3X…X3 的 情况 ,然后 再 解决 这 一 情况 . 

当 n=1( 和 和 n= 二 2) 时 ,定理 显然 为 真 . BRE n> Hal 
时 定理 成 立 . 考虑 由 m 1 X z,—2 给 出 的 两 层 . 设 在 这 两 层 
中 删 掉 的 0- 单 元 Q1- 单 元 ) 数 目 为 ko(k1)， 

情况 1 名声 n 一 1. 此 时 ,对 和 kl Al ki <Ro 的 证 明 是 对 
称 的 ,因而 我 们 只 考虑 ky. 的 情况 . 设 d—k,—k ,根据 定理 
5 中 情况 1 的 证 明 , 我 们 能 够 找到 d 个 具有 zi 一 2 的 未 被 删 
除 的 0- 单 元 ,使 得 与 其 相 邻 的 x1 二 3 的 1 单元 也 未 被 删除 . 在 
iX d 对 单元 上 放置 d 块 多 米 诺 牌 ,于 是 可 将 头 两 层 视 为 一 个 
2XmzX… Xm, BS. EE LIBR T k 个 1- 单元 和 名 个 
0- 单 元 .因为 玉生 一 1, 由 定理 5 我 们 能 够 覆盖 这 两 层 . 对 于 
i228 的 棋盘 的 剩余 部 分 ,可 将 其 看 作 删 除了 n Rs 个 0- 单 元 
和 2 一 1 一 如 个 工 单元 的 棋盘 . 这 样 我 们 把 问题 化 简 为 一 个 
Gni — 2) X mi X : Xm, AE. 
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情况 2 b, n. HUE BUG RB O^] 0- 单 元 均 在 头 两 层 . 当 
m >3 时 ,后 两 层 ( 即 Xi 二 mi 或 Xi 二 mi 一 1) 中 没有 0- 单元 被 
删除 . 可 利用 在 情况 1 中 刚刚 用 过 的 论证 来 覆盖 这 两 层 , 月 将 
间 题 简化 为 一 个 Gx 一 2) Xi mo X +> X m, 棋盘 . | 

重复 使 用 此 化 简 , 可 将 问题 归结 为 一 个 30 ma X Xm, 
棋盘 问题 ,进而 归结 为 一 个 3X3X…X3 棋盘. 对 这 种 情况 ， 
我 们 再 考虑 a1 XX on 2 的 头 两 层 ,数字 ko A k 如 前 所 
述 . 利用 反射 ,我 们 可 假定 名 之 0， 

情况 3-A bon—1,k=0. 那么 在 x 二 2 或 x 二 3 的 后 
两 层 至 少 有 jo 二 =n 一 ko 个 0- 单 元 入 ==n 一 1 个 1- 单 元 被 删 
除 . AA 2 70, Ai jo 志 n 一 1, 情 况 1 的 论证 给 出 了 后 两 层 的 
一 个 覆盖 . 剩 下 的 第 一 层 有 k 个 删除 掉 的 0- 单 元 和 一 1 个 
删 掉 的 1- 单 元 ,由 归纳 法 假设 ,我们 能 够 覆盖 第 一 层 . 

情况 3-B koKn— 1.50. 情况 1 中 给 出 的 过 程 对 头 两 
层 给 出 了 一 个 覆盖 , 剩 下 的 第 三 层 中 有 7% 一 min(%。,&,) 个 删除 
掉 的 0- 单 元 和 一 1 一 min (ko,&) 个 删 掉 的 1- 单 元 . 因为 
min (ko,&1) 之 0, 我 们 可 利用 归纳 假设 来 覆盖 第 三 层 ， 

因而 , 除 如 一”, 即 所 有 删除 的 0- 单 元 均 在 头 两 层 这 种 情 
况 外 ,我 们 能 够 覆盖 这 个 残缺 的 3x3X…X3 立方 体 ,现在 考 
B42 =2 Ro =3 的 后 两 层 . 设 jo 为 后 两 层 中 删 掉 的 0- 单 
元 数目 . 如 果 jo 0, npo on 3 那样 处 理 ,而 且 除 jo n 这 种 
情况 外 ,我 们 总 可 获得 这 个 残缺 棋盘 的 一 个 覆盖 . 但 是 ,如 果 
jen B. ho 二 n, 那 么 所 有 删 掉 的 0- 单 元 必须 有 2 —2. 另 一 方 
面 , 如 果 jo 0 Hk n MAM A 0- 单 元 必 有 n — 1. 
根据 哪 种 情况 发 生来 定义 y, — 2 Ro = 1. 然后 ,所 有 删 掉 的 
0- 单 元 具有 zi 二 yi( 更 详尽 的 论证 ,可 假设 y =l. ). 

现在 ,对 每 个 其 他 维 应 用 这 个 过 程 , 除 了 所 有 删 掉 的 C- 
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HU nm yim yrs x m ys Sb, LY FRG FS. 
但 是 这 种 单元 最 多 只 有 一 个 ,而 我 们 是 在 n> 1 时 删 掉 个 0- 
单元 ,因而 最 后 这 种 情况 是 不 可 能 的 . 证 毕 . 

容易 看 出 ,不 能 将 定理 5 和 定理 6 推广 到 删 掉 更 多 的 单 
元 ,因为 删除 同样 颜色 的 (或 少数 色 的 )2 个 单元 会 孤立 一 个 
AAT. 


、 推 广 和 猜测 


这 些 结果 推广 到 用 直 的 3- 奥 米 诺 牌 或 直 的 &- 奥 米 诺 牌 
( 直 的 &- 奥 米 诺 牌 是 个 单元 呈 直 线形 排列 成 的 牌 ,而 多 米 诺 
牌 是 2 个 单元 呈 直 线形 排列 成 的 牌 ) 来 覆盖 残缺 棋盘 ， 
& 之 3， 看 来 很 困难 ， 即 使 只 考虑 颜色 (zzy…zo) 


= Ylanod 4) 的 标准 所 着色 也 很 困难 . 例如， 2X2X…x 


2Xk 棋盘 只 有 按 一 种 方式 被 直 的 奥 米 诺 牌 覆盖 , 几 平 任意 
& 个 单元 的 删除 一 一 每 种 颜色 均 删 掉 一 个 单元 一 一 都 留 下 一 
个 不 可 覆盖 的 棋盘 . 佑 计 必 须 假 设 所 有 的 mz. 

进而 ,在 一 个 有 标准 -着 色 的 x 维 棋盘 上 ,之 3, 一 个 角 
单元 的 个 邻居 只 有 两 种 颜色 , 且 某 些 角 单 元 有 (十 1)72 个 
某 种 颜色 的 邻居 和 n/2 个 另 一 种 颜色 的 邻居 ,因此 对 每 一 种 
颜色 最 多 可 删除 (一 1)/2 个 单元 ,对 这 样 的 棋盘 仍 企 望 有 一 
个 覆盖 . 也 许 下 面 与 定理 5 类 似 的 结论 为 真 : 

猜测 A UE RSCEJR Ce mim XX m 棋盘 ， 
kim PERS mz. f RUE BERE ERE EQ /2 个 
单元 , 即 每 种 颜色 删 掉 (x 一 1)/2 个 单元 ,那么 棋盘 的 剩余 部 
. 分 可 用 直 的 &- OK VETE SS. 

类 似 于 定理 3, 定 理 4 和 定理 6 的 形式 ,由 于 每 种 颜色 删 

76 


除 的 单元 数目 的 变化 ,而 变 得 相当 复杂 . 对 一 个 标准 着 色 的 
mi X m; X eX m, 棋盘 , 设 w 是 颜色 i 的 单元 数 , 令 5= 
min (a;) H. di —a;— b. 那么 ,或 许 下 面 类 似 于 定理 6 的 猜测 是 
正确 的 ， 

MB 设 £ 宇 3, 考 虑 一 个 mr XmzX… Xm 棋盘 ,所 :有 
的 m 之 &. 设 di 为 刚才 所 定义 的 . 如 果 对 每 种 颜色 i, 我 们 删 掉 
颜色 i 的 任意 (xn 一 1)/2 十 di 个 单元 ,那么 棋盘 的 剩余 部 分 可 
被 直 的 &- 奥 米 诺 牌 履 盖 . 

注意 ,猜测 A 是 猜测 B 的 一 个 特殊 情况 . 类 似 于 定理 3 
的 一 个 猜测 是 颜色 i 仅 删 掉 d; 个 单元 的 猜测 B. 


(在 药 编 译 , 朱 本 仁 校 ) 
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用 和 矩形 铺盖 矩形 * 


我 们 经 常 遇 到 这 样 一 类 问题 : 用 -- 些 基本 几何 图 形 互 不 
重奏 地 按照 种 种 方式 拼 排 以 使 其 构成 某 个 特殊 的 几何 图 形 
R, 每 一 种 方式 的 拼 排 称 为 是 的 一 个 铺盖 ,这 类 问题 通常 称 
为 铺盖 问题 . 矩形 是 最 基本 的 几何 图 形 之 一 ,所 以 很 自然 地 某 
些 最 常见 类 型 的 铺盖 是 用 小 矩形 作为 铺盖 的 基本 几何 图 形 
( 它 称 为 铺盖 的 元 素 或 砖 ) ,这 称 为 矩形 铺盖 . 最 常见 讨论 的 民 
也 是 一 个 矩形 . 本 文 要 研究 矩形 R 的 某 些 基 本 类 型 的 矩形 铺 
盖 - 一 即 所 谓 简单 铺盖 . 在 本 文 末尾 还 为 对 此 感 兴趣 的 读者 
列 出 了 一 些 参考 文献 ,它们 讨论 各 种 矩形 铺盖 问题 ,包括 著名 
的 “完美 方 (squared square)” 问 题 . 

定义 ”如 果 没 有 两 个 或 两 个 以 土 的 小 矩形 (元 素 或 砖 ) 所 
联 成 的 集合 构成 一 个 严格 在 R 内 的 矩形 了 , 则 和 矩形 R 的 矩形 
铺盖 称 为 是 简单 的 铺盖 . 


Kg e 2 


图 1 和 图 2 给 出 了 两 个 简单 铺盖 ,它们 在 以 后 讨论 中 特 


G 编译 自 Math. Magazine, Vol. 55,No.5,1982 年 11 月. 
& 即 比 RR 小 的 矩形 . 
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别 有 用 . | 

显 见 ,由 两 个 小 矩形 组 成 的 铺盖 一 定 是 简单 铺盖 . 因此 ， 
以 后 说 到 简单 铺盖 总 是 指 小 矩形 的 个 数 多 于 两 个 这样, 由 定 
义 知 ,在 简单 铺盖 中 任意 两 个 小 矩形 不 能 构成 一 个 较 大 的 条 
形 . 这 一 事实 表明 ， 在 简单 铺盖 中 ,两 个 相 邻 元 素 的 公共 边 不 
能 是 完全 重合 的 . 此 外 ,不 失 一 般 性 ,可 以 假定 矩形 R 及 每 个 
小 矩形 (元 素 ) 的 边 长 都 是 整数 (为 什么 ?). 这 样 ,一 个 加 Xn 
的 矩形 RU m 之 3 和 这 3 时 , 才 存 在 简单 铺盖 ,所 以 图 D 
确实 给 出 了 存在 简单 铺盖 的 最 小 矩形 R: 3X3. 


1， 在 简单 铺盖 中 可 以 允许 有 多 少 块 砖 ? 


试想 我 们 把 图 1 做 一 个 简单 的 变形 , 即 是 将 其 中 某 些 大 
的 边 长 加 长 ,使 之 变 成 
图 3 的 铺盖 形式 . 这 种 方 . 
法 就 证 明了 任何 一 mx 
n 的 矩形 都 可 以 由 5 块 夸 

B. 

一 个 自然 而 然 的 问题 ， 
产生 了 , 它 就 是 ; 

问题 1 对 于 什么 样 
的 整数 ,必定 存在 着 由 块 砖 组 成 的 铺盖 ? 

对 此 ,读者 可 以 自己 尝试 着 去 构造 一 些 简单 铺盖 ,以 便 增 
加 对 简单 铺盖 的 直观 理解 ,那样 很 快 就 会 发 现 , 不 存在 砖 数 
n 志 4 时 的 简单 铺盖 (不 计 4 一 1,2 的 显然 情况 ). 图 1 给 出 了 
二 5 时 的 简单 铺盖 . 那么 x 二 6 时 呢 ? 我 们 指出 ,没有 恰 为 6 决 
砖 的 简单 铺盖 (虽然 这 里 我 们 不 做 证 明 ). 然而 ,对 于 所 有 更 大 
的 zx 时 ,总 会 存在 着 n 块 砖 的 简单 铺盖 ,也 就 是 有 定理 : 
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图 3 


定理 1 对 于 所 有 的 > 之 7, 总 会 存在 着 ” 块 砖 的 简单 铺 
盖 . 

证 明 在 图 4 中 我 们 指出 了 ,由 两 种 形式 的 “左边 块 ”. 四 
种 形式 的 “右边 块 ” 和 一 种 形式 的 “中 间 块 ”, 可 以 获得 简单 铺 
盖 , 一 般 的 构造 方式 是 , 取 一 块 “ 左 边 块 ”m 块 ( 可 能 为 零 P 
间 块 ?以 及 一 块 “ 右 边 块 ”, 将 它们 拼合 在 一 起 , 即 可 获得 简单 


i] H E 


PE 


因为 “左边 块 ”含有 5 块 或 是 6 块 砖 ,“ 右 边 块 ”含有 2,4, 
6 或 8 块 苇 “中间 块 > 含有 7 块 砖 ,所 以 以 上 述 方式 构成 的 铺 
盖 中 的 砖 数 是 
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5 
tm > mazo. 


o A 


8 

由 上 式 知 ,这 样 的 数 可 以 是 所 有 大 于 等 于 7 的 整数 ,定理 证 
毕 . 

我 们 还 要 指出 ,还 会 存在 不 同方 式 的 由 T 块 砖 构成 的 “中 
间 块 ”, 例 如 ,图 5 给 出 的 就 是 其 中 
之 一 .由 于 在 上 述 的 铺盖 方式 中 ,用 
了 m 个 “中 间 抉 ”, 而 这 些 “ 中 间 抉 ” 
又 可 以 以 任意 顺序 选择 这 两 种 之 
一 ,因此 我 们 就 证 明了 ， 存在 某 个 
常数 c 之 0, 使 得 用 块 砖 构成 的 简 Ws 
单 铺盖 , 在 本 质 上 至 少 应 有 <。 277 
种 不 同 的 方式 . 当然 ,要 想 叙 述 关于 使 用 块 砖 的 不 同 的 简单 
铺盖 的 个 数 ,还 必须 说 清楚 所 谓 两 种 不 同 的 简单 铺盖 的 含义 . 
例如 ,我 们 并 不 把 图 3 所 示 的 (无 限 多 种 的 ) 简 单 铺盖 方式 看 
做 是 不 同 的 . 我 们 不 想 继续 进一步 讨论 这 个 问题 ,除了 指出 
在 一 个 颇 为 自然 的 等 价 性 的 定义 之 下 ,可 以 证 明 ,n 块 砖 的 简 
单 铺盖 的 不 同方 式 的 种 数 不 超 过 (20000)". 这 个 上 界 并 不 精 
确 , 它 仅仅 是 用 于 说 明 铺盖 方式 的 数目 是 以 形 如 cn 这 种 简单 
指数 函数 为 上 界 ,而 不 是 以 更 迅速 增长 的 函数 ,例如 nl 或 2 
为 上 界 的 . | 

eR ASR HH SF AREAS ANEDE m xo iE 
形 的 简单 铺盖 中 , 砖 数 所 可 能 的 极 大 值 是 什么 ? 

这 个 问题 的 精确 答案 放 在 下 一 节 . 
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2， 在 简单 铺盖 中 砖 的 平均 大 小 


给 定 一 个 矩形 R 的 简单 铺盖 后 ,我们 把 这 种 铺盖 方式 的 
砖 的 平均 面积 定义 为 比值 ，R 的 面积 /n, 其 中 是 这 种 铺盖 
方式 的 破 数 , 例如 ,图 1 所 示 的 铺盖 方式 的 平均 面积 是 9/5, 
而 图 2 所 示 的 铺盖 方式 的 平均 面积 是 15/8. 4 OR, TE R 
给 定之 后 ,在 RR 的 某 种 铺盖 方式 中 , 若 砖 的 平均 面积 是 极 小 ， 
那么 ,该 铺盖 方式 的 砖 数 恰好 是 在 R 的 所 有 铺盖 方式 中 砖 数 
所 可 能 取 到 的 极 大 值 . 

问题 2 找 出 在 矩形 的 任何 简单 铺盖 方式 中 砖 的 平均 面 
积 的 下 界 ? 

读者 会 发 现 , 我 们 尝试 着 发 现 的 几乎 所 有 的 简单 铺盖 方 
式 , 其 误差 殖 少 是 砖 的 平均 面积 的 2 倍 , 粗略 地 说 ,这 是 对 的 ， 
因为 只 有 面积 为 1 的 砖 有 最 小 的 分 数 . 于 是 ,在 图 1 和 图 2 的 
铺盖 中 是 特别 “安排 得 当 的 ”. 

定理 2 (a) 在 矩形 3X3 的 简单 铺盖 中 , 砖 的 平均 面积 
是 9/5. 对 于 所 有 其 他 环形 的 简单 铺盖 来 说 , 砖 的 平均 面积 严 
格 地 大 于 11/6. (b> 存在 唯一 的 (不 计 旋转 .平移 和 反射 ) 平 
面 的 简单 铺盖 ,使 其 砖 的 平均 面积 恰 为 11/6. 

证 明 ”首先 我 们 来 考察 ,在 一 个 抢 形 R 的 简单 铺盖 中 ， 
—^ 3 (7r BU 所 相 邻 的 砖 的 形状 可 以 是 怎样 的 , 不 难看 
出 ,由 于 如 与 其 相 邻 的 砖 的 边界 不 能 是 完全 重合 的 ,所 以 U 
与 其 相 邻 的 砖 的 铺 法 只 能 是 图 6 所 示 的 两 种 情况 之 一 ， 

在 图 6 中 , 砖 A,B,C,D 称 为 砖 U 的 邻 砖 ,另外 ,我 们 称 
BEE AW) FR ABE CFE B 的 下 一 块 邻 砖 ,依次 类 推 . 我 们 
试图 定义 在 RR 的 简单 铺盖 中 的 各 个 单位 砖 的 “影响 效应 ”的 
某 种 度量 . 因此 ,我 们 让 4 代表 与 单位 砖 U 相 邻 的 一 块 从 属 
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图 6 


fe. BE A 的 下 一 块 邻 砖 .我们 依照 下 列 方式 ,赋予 砖 对 A 
ALU 以 相应 的 值 wr(4): 

G) 如 果 A 的 面积 为 2, 则 有 ve CAD 1/2; 

Gi) 如果 4 的 面积 大 于 2 HOB 的 面积 等 于 2, 则 有 
vu(A)=7/2,， 

Gi) WR A 的 面积 大 于 2 且 B 的 面积 大 于 2, 则 有 
"vu CA) 5/4. 

另外 ,我 们 赋予 砖 4 以 相应 的 值 "(C4), 它 等 于 所 有 
ar(4) 的 和 ,这 里 的 已 取 与 4 相 邻 的 所 有 单位 砖 . 由 于 图 1 所 
给 的 铺盖 方式 不 能 是 我 们 所 给 出 的 尺 的 简单 铺盖 的 一 个 子 
形状 ,因此 任何 一 个 单位 砖 UU BA RE RK 
于 2. BEA HERRAR A, B,CD 的 单位 砖 U 来 说 , 必 
有 (为 什么 ) 

vy (A) + wB) + wC) + vy CD) 之 5. (1) 

在 继续 证 明之 前 ,我 们 需要 下 面 的 引 理 . 

引 理 

(a) 如 果 A 的 面积 等 于 2,04 v ADI; 

(b) 如 果 4 的 面积 等 于 3, 则 有 v(C4) 委 7, 并 且 只 有 在 4 
的 1X1 邻 砖 如 图 7(a) 或 ?(b) 所 示 的 那样 ,等 式 才 成 立 ， 
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(c) 如 果 4 SSF 4, WA e CADRE; 
(d) 如 果 4 的 面积 大 于 4, 则 有 v(4) 委 14; 


B 
LET] H H | E 
[ | 
(a) (b) (c) 
图 7 


证 明 (a)〉 我 们 直接 观察 到 ,在 4 的 这 种 情况 下 ,4 至 
多 有 两 个 单位 邻 砖 ,因此 结论 成 立 . 

(b》 在 这 种 情况 下 ,由 于 A 是 1xX3, 那 么 4 最 多 有 4 块 
1X1 邻 砖 , 邵 单 位 邻 砖 .如果 4 只 有 两 块 1X1 邻 砖 ,那么 它 
们 必定 是 如 图 7(a),7(b) 或 7(c) 所 示 的 那样 放置 . 在 图 7(c) 
中 ,4 的 邻 砖 巨 的 面积 至 少 是 3, 于 是 vv, CA) SC5/4 vu, CAD 
«C 5/4. 这 样 推 知 此 时 v CA) «5/2. 在 图 7(a) 和 和 7(b) 中 ,容易 
看 出 v(4)==7. 类 似 的 论证 可 以 证 明 , 当 4 有 3 块 1X1 邻 砖 
B. BBA v(A)<5/24+7/2=6,4% AA AB 1X1 BHM. AR 
ZAv(AS5. 

(c),(d) 的 证 明 方法 几乎 与 人 b) 相 同 , 只 要 注意 到 :4 的 
两 块 单位 邻 砖 不 能 同时 放 在 4 的 同一 个 拐角 处 (证 明细 节 请 
读者 自行 补 全 ). 

继续 定理 2 的 证 明 ”在 矩形 R 的 简单 铺盖 中 ,这 里 民 的 
面积 大 于 9, 设 代表 面积 为 i 的 砖 的 块 数 . 从 不 等 式 (1) 和 
引 理 , 我 们 有 

Sm SoCA) & n; + Tn, + Tn, + M jn 
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x o», — ln. (2) 
从 (2) 可 以 推出 
R 的 面积 = Mim, 25s (3) 


Zl 


因为 2j" 就 是 该 铺盖 的 砖 数 , 因 此 (C3) 推出 ,在 R 的 任何 简单 


铺盖 中 ， 砖 的 平均 面积 不 超过 11/6. 
现在 让 我 们 集中 注意 (3) 式 等 号 成 立 的 情况 . 这 时 推出 
〈2) 必 定 是 等 式 ,特别 地 有 
n; + 7n, + In, + MA yn; = >} (6i — 1n, 
也 就 是 . 
0 = 6n, + 5n; + 112; + 17n; + + 
要 想 让 此 式 成 立 , 只 有 使 同一 0, 对 于 124. 

(3) 式 等 号 成 立 的 进一步 推论 乃 是 铺盖 中 每 一 个 面积 为 
2 的 砖 4 有 两 块 1X1 邻 夸 ,每 一 个 面积 为 3 的 砖 A 有 如 图 
7(a) 和 7(b) 所 示 的 邻 砖 . 由 于 (3) 式 等 号 成 立 还 可 以 推出 (1) 
式 等 号 必定 成 立 ,那么 在 铺盖 中 的 任何 单位 砖 U 必定 是 如 图 
8 所 示 的 那样 被 包围 着 . 现在 推出 ,如 图 7(b) 所 示 的 那 种 1 x 
2 的 砖 4 必定 是 安排 成 如 图 2 所 示 的 形状 的 一 部 分 . 然而 XE 
于 简单 铺盖 来 说 ,这 是 不 可 能 的 . 因此 ,对 于 一 块 面积 为 3 的 
T 4 来 说 , 它 的 放置 必定 是 如 图 7(a) 所 示 的 那样 . 对 此 我 们 
简单 地 说 ,每 一 块 1X2 的 砖 必定 有 对 和 角 反 向 的 两 块 1XxX1 邻 
砖 , 也 就 是 如 图 7(a) 所 示 的 那样 (或 是 这 个 反射 像 )， 

最 后 ,如 果 我 们 从 图 7(a) 所 示 的 图 形 出 发 ,对 单位 方 砖 
来 说 应 用 图 8 的 两 种 样式 ,以 及 对 所 有 的 1X 2 砖 来 说 应 用 以 
上 的 说 明 ,就 会 得 到 平面 的 唯一 的 (不 计 反 射 ) 铺 盖 方 式 . 这 种 
铺盖 方式 如 图 9(a) 所 示 . 注意 ,这 是 由 图 9(b) 所 展示 的 砖 经 
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过 平移 拼合 而 形成 的 . 此 外 还 不 难 验证 这 种 拼合 过 程 不 会 终 
止 , 以 致 恰好 形成 一 个 矩形 的 简单 铺盖 . 于 是 可 知 ,任何 一 个 
具体 矩形 的 简单 铺盖 ,其 砖 的 平均 面积 都 会 严格 地 大 于 117/6. 
然而 ,如 果 我 们 运用 平移 图 9(b) 所 展示 的 模块 B 的 方式 , 铺 
成 一 个 很 大 的 接近 于 和 抢 形 的 图 形 S$, 那么 不 难 厦 出 S 的 参差 
不 齐 的 边界 可 以 使 用 少数 适当 的 砖 ( 其 面积 可 能 大 于 3) 来 补 
充 铺 成 一 个 矩形 ,从 而 形成 该 矩形 的 一 个 简单 铺盖 ,这 个 简单 
铺盖 的 砖 的 平均 面积 就 会 接近 于 11/6, 其 接近 程度 将 依赖 于 
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S 的 大 小 . 我 们 放弃 这 种 构造 方式 的 细节 , 留 给 读者 思索 实 
成 . 

关于 用 和 矩形 铺 满 算 形 的 论题 ,还 有 许多 很 好 的 参考 文献 ， 
对 此 感 兴趣 的 读者 可 以 参阅 其 中 的 一 些 ( 例 如 [1j,[14] ,特别 
是 [6]). 

同 许多 几何 问题 一 样 ,人 们 自然 地 要 问 ， 在 三 维 (或 更 高 
维 ) 空 间 中 ,类 似 的 问题 如 何 ? 据 我 们 所 知 ,尽管 这 是 一 个 需要 
深入 探索 的 有 趣 的 研究 领域 ,但 是 对 此 我 们 几乎 一 无 所 知 . 
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有 关 覆 盖 和 矩形 的 一 个 结论 的 十 二 个 证 明 ” 
| LENS 


$1 5l 


本 文 是 从 这 样 一 类 问题 引起 的 ,如 何 能 用 同样 大 小 的 小 
矩形 块 来 覆盖 一 个 大 气 形 ;用 同样 大 小 的 小 长 方 体 砖 块 来 履 
盖 一 个 大 长 方 体 盒 子 ; 以 及 用 同样 大 小 的 ” 维 小 “ 砖 块 "来 团 
盖 一 个 维 大 “盒子 ”等 等 .这 里 “覆盖 ”一 词 的 意思 是 指 既 不 - 
留 下 空隙 ,而 且 小 砖 块 之 间 也 不 互相 重 春 . 1969 年 , 德 布 鲁 因 
(N.G. De Bruijn) Xf n 维 砖 块 铺 满 n 维 盒子 这 个 问题 证 明了 
一 个 结论 ( 见 文献 [2] 或 [5 了 ). 如 果 限 于 n= 2 的 情形 ,他 的 绪 
果 说 的 是 ， 如果 用 长 . 宽 各 为 c,d 的 同样 大 的 矩形 ( 简 记 为 
cxd 和 矩形 ,以 下 同 ) 能 覆盖 住 一 个 a。X6 RUE REA c 与 4 必定 
能 同时 整除 2a,6 中 的 一 个 . 将 德 布 鲁 因 的 证 明 加 以 推广 ,可 
得 出 下 面 的 定理 (图 1 是 这 个 定理 的 一 个 实例 ). 这 个 定理 也 
蕴含 了 德 布 鲁 因 关于 砖 块 铺 盒子 问题 的 结论 (在 n=2 的 情 
形 ,要 分 别 用 c 及 a 来 除 盒子 的 每 一 边 长 ). 

定理 1 若 一 个 佐 形 可 以 用 另 一 些 至 少 有 一 边 长 是 整数 

的 矩形 来 覆盖 ,那么 被 覆盖 的 矩形 至 少 有 一 边 是 整数 ， 
i 1985 年 ,美国 数学 会 在 怀俄明 州 (Wyoming) 的 拉 那 米 


D 本 文 全 文 原 载 { 美 国 数学 月 刊 》,94(1987),601~617. 
O 这 里 所 说 的 整除 是 指 : 对 两 个 实数 a,8, 如 果 存在 整数 g 使 得 8 一 ga: 那 
么 就 说 a 整除 B. 
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图 1 履 盖 的 一 个 例子 ,其 中 每 块 夸 至 少 有 … - 边 的 
长 为 整数 , 罕有 “及 "的 砖 的 宽 为 整数 , 标 有 “V ?的 夸 
的 高 为 整数 . 


(Laramie) 召 开 了 一 次 夏季 会 议 . 会 上 ,美国 著名 数学 家 蒙 哥 
马 利 (H. Montgomery) 提 到 了 这 个 定理 以 及 对 这 个 定理 用 二 
重 积分 法 所 给 出 的 一 个 证 明 , 他 希望 以 此 来 激励 人 们 寻求 更 
为 初等 的 证 明 . 自 此 以 后 ,许多 国家 的 数学 家 都 研究 了 这 个 问 
题 ,证 明 这 个 定理 用 到 各 种 各 样 的 技巧 ,着 实 令 人 惊叹 不 已 ! 
爱 多 士 (P. Erd5s) 曾 经 说 过 这 样 的话 :“[ 上 帝 ] 有 一 部 记 有 定 
理 的 天 书 , 上 面 写 的 都 是 证 明 各 个 定理 的 最 佳 证 法 . ”然而 ,至 
于 下 面 要 述 及 的 诸 种 证 明 中 哪 一 个 是 最 佳 证 明 , 却 绝 非 那么 
清楚 明白 . 也 可 能 这 些 证 明 中 没有 一 个 写 在 上 帝 的 那 本 书 里 ， 
“最 好 的 ”证 明 尚 待人 们 去 发 现 . 即便 是 只 拿 证 明 的 简洁 来 作 
为 判别 的 标准 ,也 还 是 不 能 完全 确定 部 优 就 劣 , 不 过 看 来 棋盘 
法 与 偶 图 (bipartite graph) 证 法 最 有 可 能 被 评 为 最 佳 证 法 . 但 
如 果 考 虑 证 法 的 威力 , 即 此 种 证 法 能 否 ( 可 能 要 在 作 适 当 的 修 
改 后 ) 导 出 更 一 般 性 的 结论 ,那么 情况 就 复杂 了 . 这 一 定理 的 
变 体 在 圆柱 、 环 面 、 高 维 情形 以 及 对 多 重 覆盖 都 是 成 立 的 , 然 
而 就 推广 定理 的 结论 而 言 ,下 面 要 述 及 的 证 明 中 没有 一 个 能 
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算得 上 是 最 佳 证 法 ， 

WE EL CM. Zorn) 指 出 , 戴 恩 CDehn) 于 1903 年 就 曾 考虑 过 
类 似 的 问题 . 作为 一 种 颇 不 相同 的 研究 成 果 的 推论 , 戴 恩 证明 
T: 如 果 一 个 矩形 如 同 定理 1 所 未 被 覆盖 ,那么 它 有 一 边 长 
必 是 有 理 数 (参见 L3jp. 327). 


$2 证 H 


分 定 一 个 矩形 , 它 的 水 平 边 及 垂直 边 分 别称 为 它 的 宽 友 
"m 定 一 个 覆盖 如 定理 1 所 示 , 用 来 表示 被 覆盖 的 矩形 . 
我 们 把 宽 为 整数 的 砖 块 称 为 肪 - 砖 (“水 平 砖 ”), 高 为 整数 的 
砖 块 称 为 V- 砖 (“ 垂 直 砖 ”). 通常 将 矩形 R 的 左下 角 放 在 原 
点 ,而 它 的 各 边 分 别 SERRAT REEE A 于 标 
准 位 置 

证 法 (1)? 复 的 重 积分 法 ( 拓 广 了 德 布 鲁 因 原来 的 方 
法 ). 由 直接 积分 容易 得 到 
sinz(a + 6)sinn(a — b) 


b 
| sin2nx dz = 


— cost (a + b)sinn(a — b) 


b 
cos2zr dz = 
a x 


故 当 且 仅 当 atb 是 整数 ,或 a 一 b 是 整数 时 有 
| sinarz dx = 0; 


以 及 当 上 且 仅 当 a 一 6 是 整数 或 a 十 5 一 元 为 整数 时 ,有 


b 
| cos2nz dz = 0. 


BBE BY ATC AE CLOUD. 这 并 不 影响 看 其 他 
的 证 明 . 
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下 面 我 们 来 考虑 任 给 的 一 个 矩形 工 , 设 它 的 边 分 别 与 各 
坐标 轴 平 行 , 设 它 的 四 个 顶点 分 别 表示 为 ; Clasc), (bi ,ei)， 
(a, 9d) , (b, sdi). 考虑 函数 ec» E T 上 的 二 重 积分 

S, = [erasa 


容易 算出 


bita 


d 
Si = sinn(, — a)| NM [cos(2xz) + sin(2zx) ]dx 
at 


由 前 面 的 讨论 知道 ,积分 S 为 零 的 充分 必要 条 件 是 : 
b; —a 5j di 一 ci 中 至 少 有 一 个 是 整数 ,也 就 是 说 了 至 少 有 一 
边 长 为 整数 ， 

由 此 可 知 , 将 上 面 的 工 换 成 任 一 个 至 少 有 一 过 长 为 整数 
的 砖 块 长 方形 ,所 得 积分 值 都 为 零 . 把 覆盖 R 的 所 有 这 些 砖 
BH RV 上 的 这 种 积分 相 加 ,我 们 发 现 有 


[ere az —0, 


A BE KE R 也 至 少 有 一 边 长 为 整数 .定理 1 证 
H, 
EAD 实 二 重 积 分 法 ( 复 二 重 积 分 证 法 的 变形 ). 设 R 
是 一 个 处 于 标准 位 置 的 aoo HH AXE a 与 5 表示 它 的 平行 
于 z 轴 及 平行 于 y 轴 的 边 的 长 度 . 这 次 改 为 考虑 实 二 重 积分 
S, = [[sinanx sin2ny dA. 


T 


ik T EV Case) G1, c0 Xasd rsd AR RABE RE 
易 看 出 


S = ias cosnb, — cos2ra,) (cos2nd, 一 cos2nc,). 
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"CT HYD ba 与 di 一 cl 中 至 少 有 一 为 整数 时 ,显然 有 
S: 一 0, 于 是 , 当 T 是 任 一 个 五 - 砖 或 VY- 砖 时 必 有 S: 一 0, 相 加 
即 得 

$, = [[sinane sin2ry dA = 0. 


注意 到 R 处 于 标准 位 置 , 即 R 的 四 顶点 分 别 为 (0,0),(e,0)， 
(0,6), (a,b). 所 以 有 
S; = (cos2xa — 1)(cos2n6 — 1) = 0, 
于 是 a,6 中 至 少 有 一 为 整数 ,这 也 完成 了 定理 1 的 证 明 . 
注意 ,我 们 也 可 以 改 用 其 他 实 函数 的 积分 来 证 明 ,. 例如 ， 
可 以 考虑 积分 


Js t- $][»-a- 2] 44 


等 等 ,有 兴趣 的 读者 可 以 独立 补 出 证 明细 节 , 这 里 记号 [xj 表 
示 不 超过 z 的 整数 部 分 . 附带 补充 一 句 : 如 果 读 者 能 绘 出 函 
数 zx 一 [xz] 一 1/2 的 图 像 , 并 注意 到 积分 与 面积 之 间 的 联系 ， 
则 不 难 体会 到 应 用 这 个 二 重 积分 的 关键 所 在 . 

证 法 (3) HAE O aR R. Rochberg) HAAG. 
K. Stein)). 仍 将 矩形 R 置 于 标准 位 置 . 从 左下 角 的 顶点 (0， 
0) 开 始 , 分 别 向 右 及 向 上 按 1/2 为 边 长 将 R 分 成 若干 边 长 为 
1/2 的 正方 形 及 若干 每 边 长 至 多 为 1/2 的 长 方形 ,相间 涂 以 
黑白 两 色 . 为 确定 起 砚 , 不 妨 设 左下 角 第 一 个 小 正方 形 被 浴 
以 黑色 ( 见 图 2) ,这 样 得 到 一 个 与 国际 象棋 相似 的 图 形 . 

一 方面 ,已 知 R 能 被 若干 个 如- 砖 及 V- 砖 所 覆盖 . 对 每 个 
万 - 砖 或 V- 砖 来 说 ,由 于 它 至 少 有 一 边 长 为 整数 ,因而 每 个 页 
所 包含 的 黑 , 白 两 色 正 方形 及 长 方形 不 但 个 数 分 别 相等 ,而 且 
黑 块 所 占 面积 与 白 块 所 占 面 积 也 相等 . 因此 总 起 来 看 ,R 中 所 
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1 


0 1 [a]l 


图 2 如 果 a b ERABE DEZ £i Eek 
方块 比 白 方块 多 出 一 块 . 


含 的 黑 、 白 小 块 不 但 个 数 一 定 相等 ,其 所 占 面 积 也 相等 . 

另 一 方面 ,假若 R 没有 一 边 长 为 整数 ,我 们 可 以 如 图 2 
那样 把 R 分 成 四 大 块 ,在 其 中 左下 、 左 上 及 右 下 这 三 块 中 ,所 
含 黑 、 白 两 色 小 块 不 但 个 数 相等 , 且 所 占 面积 也 相等 ,这 蚌 由 
于 这 三 块 各 至 少 一 边 长 为 整数 之 故 .对 于 右上 角 那 一 块 , 按 照 
其 边 长 的 不 同 可 分 为 以 下 四 种 情形 讨论 之 ( 简 记 右上 角 这 块 
HOR"): 

情形 一 ，0<a 一 [gj 委 172 H 0«b— [5 ]x:1/2, WET R" 
中 显然 只 有 一 个 黑 小 块 ; 

情形 二 0<a 一 [Laj 委 1/2 H 6 一 [61>1/2, 此 时 R P E 

RAS ADR, ABRIL: 
情形 三 a—[ay»1/2 H 0<b—[b]<1/2, dba R' 中 仍 
恰 有 一 黑 一 白 两 小 块 , 且 黑 块 占 的 面积 比 白 块 大 ; 

情形 四 a--[a]>1/2 BH. &—[6]71/2, KW] R^ PRE 
两 个 黑 小 块 及 两 个 白 小 块 , 但 黑 块 面积 比 白 块 面积 大 (读者 试 
证 之 )， 
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综 上 可 知 , 若 尺 没有 一 边 长 为 整数 ,那么 R 中 黑 块 所 占 
面积 必 大 于 和 白 块 所 占 面 积 . 这 个 矛盾 就 完成 了 定理 1 的 证 明 . 
注意 ,只 要 在 第 二 个 证 法 中 把 被 积 函 数 换 为 
(一 DB (一 1)525 ,就 会 得 到 我 们 这 里 的 棋盘 证 法 ,请 读者 自 
行 验证 之 . 
证 法 (4) 正方 形 计数 法 ( 鲁 子 沙 (.Z.Ruzsa), 基 尔 伯 特 
(P. Gilbert)). 将 矩形 R 置 于 标准 位 置 , 设 诸 砖 的 竖 直 边 的 可 
坐标 及 水 平 边 的 纵 坐 标 分 别 为 x; 及 y 我 们 用 以 下 方法 来 构 
造 一 个 (可 能 是 新 的 ) 和 矩形 尺 及 其 一 个 覆盖 . 对 于 横 坐 标 x; 为 
整数 值 的 竖 直 边 及 纵 坐 标 y; 为 整数 值 的 水 平 边 , 仍 保留 原状 
不 作 移 动 . 一 个 砖 块 (无 论 是 瓦 - 砖 还 是 Y- 砖 ) ,如果 它 的 紧 直 
边 对 应 的 横 坐 标 x; 不 是 整数 ,我 们 就 把 它 向 右 或 向 左 平行 移 
动 到 横 坐 标 为 z= [zij 十 1/2 处 ;如 果 它 的 水 平 边 对 应 的 纵 华 
标 y; 不 为 整数 ,就 将 它 向 上 或 向 下 作 平 行 移动 , 移 到 纵 坐 标 
为 y= 二 [yj;] 十 1/2 处 . 这 样 一 来 原来 的 娓 - 砖 .Y- 砖 变 成 了 一 绪 
可 能 是 新 的 瑟 - 砖 V- 砖 ,矩形 R 就 变 为 一 个 可 能 是 新 的 矩形 
R', 且 新 的 H-1 V-RE R' 的 -个 覆盖 .如果 R 没有 一 边 长 
是 整数 的 话 ,那么 R' 的 每 边 长 就 刚好 都 是 某 个 奇 整数 的 一 
Æ. 如 上 法 将 R' 分 成 边 长 为 1/2 的 小 正方 形 , 则 R PREH 
小 正方 形 恰 有 奇数 个 . 另 一 方面 ,容易 看 出 ,经 这 样 的 平移 后 
所 得 的 每 个 新 的 HFG RR VFL YD EDIE FR AE 
(这 是 因为 原 有 的 每 个 小 砖 块 都 至 少 有 相应 的 一 边 长 为 整 
数 ), 因 而 合 起 来 R' 中 也 应 有 偶数 个 小 正方 形 ,这 个 矛盾 就 完 
成 了 定理 1 的 证 明 ， 
、 证 法 (5) 多 项 式 法 ( 杜 阿 第 (A. Douady)). 置 矩形 R 于 
标准 位 置 并 且 与 证 法 (4) 类 似 地 来 构造 出 一 个 辅助 覆盖 ,其 方 
法 如 下 . 选择 一 个 参数 上 旦 只 平移 那些 有 非 整数 值 坐标 的 过 ， 
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把 坐标 为 z= 生 的 非 整数 坐标 的 垂直 边 向 右 移 到 x 二 x; 十 1， 
把 坐标 为 y= y; 的 非 整数 坐标 水 平 边 向 上 移 到 y — y; te. 如 
REO EJE e ZIN RIRES EE R' 及 其 一 个 覆盖 ， 
R' 中 的 砖 块 总 数 与 RPS. 

如 果 尺 没有 一 边 长 为 整数 , 则 R' 是 一 个 边 长 各 为 a 十 t 
及 bt 的 矩形 ,R' 的 面积 (a 十 t) (5 十 四 是 i 的 一 个 二 次 多 项 
式 . 另 一 方面 ,由 于 覆盖 RR 的 每 个 态 - 砖 或 V- 砖 均 至 少 有 一 边 
长 为 整数 ,因而 在 经 过 平移 后 得 到 的 小 砖 块 的 面积 要 么 是 与 
t 无 关 的 常数 (这 时 原 砖 块 两 边 长 均 为 整数 ), 要 么 是 上 的 线性 
函数 (这 时 原 砖 块 恰 有 一 边 长 为 整数 ), 相 加 即 知 ,R' 的 面积 也 
应 是 常数 或 是 上 的 线性 函数 . 这 个 矛盾 证 明了 定理 1 的 结论 . 

证 法 (6) ”素数 法 ( 罗 宾 森 (R. Robinson)). 我 们 断言 :对 
每 一 个 素数 p ,要么 R 的 长 ,要 么 R 的 宽 与 某 个 整数 相差 不 
超过 1/p. 为 证 明 这 个 结论 ,我 们 把 R 的 长 , 宽 各 扩大 到 原来 
的 p 倍 ,相应 地 ,原来 覆盖 R 的 每 个 五 - 砖 或 V- 砖 的 各 边 长 也 
均 为 原来 的 p f. 注意 到 原来 每 个 五 - 砖 (V- 砖 ) 的 宽 ( 长 ?为 
整数 ,于 是 就 得 知 ,扩大 后 的 矩形 R 之 边 长 分 别 为 pa 及 pb. 
而 扩大 后 的 五 - 砖 (VY- 砖 ) 的 宽 ( 长 ) 是 请 的 整数 倍 . 把 砖 块 的 
每 个 顶点 坐标 (x,y) 换 为 ([z],[y]) ,就 将 扩大 后 的 R 变 为 一 
个 边 长 均 为 整数 [pa]、[p6] 的 长 方形 R' ,其 中 每 个 砖 块 变 为 
边 长 丝 为 整数 且 至 少 一边 长 是 p 的 整 倍数 的 新 砖 块 ,这 每 个 
新 砖 块 的 面积 自然 是 p 的 整 倍数 ,从 而 R 的 面积 也 应 为 p 
的 整 倍数 . 由 于 p 为 素数 ,R' 必 至 少 有 一 边 长 应 是 p 的 整 倍 
数 , 不 妨 设 [paj 是 p 的 整 倍数 , 如 果 a—[a11/p.n[4 a= 
[aj+6,1/p<0<1, FRA 

[pa] = pla] + [20], 
注意 到 
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p> pe) >21, 
即 得 - 
e(la]+1) > [pa] > pla} +1, 


这 与 p ER pal. FRY A a— [a ]« 1/5. 
由 于 素数 p 有 无 穷 多 个 ,上 述 结论 表明 ,存在 无 穷 多 个 
素数 p 使 下 两 式 至 少 一 个 恒 成 立 ( 为 什么 ): 
a — [a] & 1/5, 
b — [b] < 1/2. 
4 p>, Bli a 与 6 中 至 少 有 一 个 是 整数 . 
证 法 (7) 欧 拉 路 径 法 ( 帕 特 森 (M. S. Paterson)). 由 所 
给 矩形 R 的 覆盖 如 下 法 作 一 个 图 人 ;这 个 图 的 顶点 由 覆盖 
R 的 所 有 砖 块 的 顶点 组 成 ,如 果 两 个 顶点 恰 为 一 个 H-H h: 
水 平 边 的 两 端点 ,或 恰 为 一 个 V- 砖 的 某 垂 直 边 的 两 端点 , 则 
在 此 两 顶点 间 连 一 线 . 有 可 能 两 点 间 连 线 超过 一 条 ,为 使 图 一 
能 在 平面 上 看 得 更 清楚 ,我 们 把 每 条 连 线 向 定义 这 条 线 的 那 


i 


图 3 根据 图 1 peg aras fe HER FRI 
HRT. 


块 砖 的 方向 稍 加 弯曲 (参见 图 30. REE, F RAT 

点 各 只 在 一 个 砖 块 上 ,它们 各 只 能 是 某 一 个 HERBST AK 

平 边 的 一 端点 或 是 某 V- 砖 的 一 条 竖 直 边 的 一 端点 ,从 而 这 四 
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个 顶点 在 图 D 中 恰 各 只 在 一 条 连 线 上 . 除 此 四 顶点 外 的 任 一 
个 顶点 要 么 是 两 个 砖 块 的 公共 顶点 ,要 么 是 四 个 砖 块 的 公共 
项 点 ,由 我 们 对 醋 的 作法 知 ,每 个 这 样 的 顶点 在 荆 上 必定 是 
某 两 条 连 线 ( 也 称 为 卫 的 楼 边 ) 或 某 四 条 连 线 的 公共 端点 这 
说 明 在 图 研 中 ,只 有 RR 的 四 个 顶点 是 奇 顶 点 且 从 每 个 这 样 的 
顶点 出 发 的 棱 只 有 一 条 ,而 从 其 余 砖 块 的 顶点 出 发 的 楼 器 为 
偶数 条 (2 条 或 4 条). 由 欧 拉 路 径 的 理论 (例如 参见 哈 近 里 
F. Harary 著 《 图 论 ) 第 七 章 ,该 书 有 中 译本 ) 知 ,从 四 个 奇 顶 点 
的 任 一 点 出 发 ,不 重复 经 过 荆 的 楼 , 则 此 运动 必 在 遇 到 另 一 
个 奇 顶点 时 才 可 能 终止 ,由 于 站 中 每 条 棱 边 对 应 的 砖 的 边 长 
皆 为 整数 ,这 证 明了 R 至 少 有 一 边 长 为 整数 . 

证 法 (8) 偶 图 法 ( 欧 拉 路 径 证 法 的 变 体 ). E R 于 标准 
位 置 , 令 5 为 由 覆盖 R 的 诸 苇 块 的 两 坐标 均 为 整数 的 那 种 顶 
点 组 成 的 集合 ,而 用 了 表示 全 体 砖 块 组 成 之 集合 . 把 S 中 每 
个 成 员 ( 它 是 一 个 点 ) 及 了 中 每 个 成 员 ( 它 是 一 个 砖 块 ) 都 作 
为 一 个 新 的 点 ,对 这 样 新 定义 的 点 集 SUT 按 下 法 作 楼 边 ,从 
而 造 出 一 个 新 的 图 RRS 中 某 点 是 工 中 某 砖 块 的 项 
点 ,就 在 它们 对 应 的 两 个 新 点 间 连 一 条 楼 . 由 定理 条 件 知 ,每 
个 砖 块 至 少 有 一 对 边 长 是 整数 ,也 可 能 两 对 边 长 均 为 整数 , 因 
而 ,每 个 砖 块 的 四 顶点 中 能 属于 S 的 顶点 个 数 必 为 0,2,4 这 
三 数 之 一 , 即 图 Dy 中 必 恰 有 偶数 条 楼 边 . 另 一 方面 ,如 证 法 
(7) 中 所 述 易 见 ,S 中 每 个 不 是 的 顶点 的 点 均 为 两 个 或 是 
四 个 砖 块 的 公共 顶点 , 唯 独 点 C0,0) 只 是 一 个 夸 块 的 顶点 且 
(0,0) 属 于 S ATERT PARMAR ES 中 必须 还 要 有 
一 个 点 恰 与 奇数 条 楼 相连 ,而 这 个 点 只 可 能 是 R 的 某 个 顶 
点 . 这 就 证 明了 R 至 少 有 一 边 长 为 整数 . 

证 法 (9) 归纳 法 ( 罗 宾 森 ). 首先 对 问题 加 以 简化 , 如 果 
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一 个 砖 块 长 为 整数 ,我 们 总 可 以 把 它 分 为 几 个 小 砖 块 ,每 个 小 - 
砖 块 一 边 长 为 1. 于 是 我 们 不 妨 可 以 假设 覆盖 R 的 每 个 H-E 
宽 为 1, 而 每 个 V- 砖 的 高 为 1. 我 们 来 对 五- 砖 的 个 数 进行 归 
纳 证 明 . 

MRE R 的 这 个 覆盖 中 不 出 现任 何 态 - 砖 , 则 显然 R 的 
高 必 为 整数 ,结论 已 成 立 . 不 然 的 话 , 可 从 中 任 取出 一 个 H- 
KIN To. 我 们 来 看 是 否 存 在 其 他 的 五 - 砖 , 它 们 的 下 水 
平 边 与 7 的 上 水 平 边 有 公共 线段 . 如 果 不 存 在 ,就 把 T 的 两 
竖 直 边 各 向 上 延长 1, 得 到 的 新 矩形 有 一 个 新 的 上 水 平 边 ,再 
寻找 与 此 上 水 平 边 有 公共 线段 的 五 - 砖 . 如 果 这 种 与 Te 的 上 
水 平 边 有 公共 线段 的 五 - 砖 存在 , 任 取 其 一 记 为 了 ,如 此 向 上 
直至 达到 R 的 上 水 平 边 为 止 , 同 法 可 向 下 先 求 H-T as 
T_, 的 上 水 平 边 与 7 的 下 水 平 边 有 公共 线段 ,如 此 直至 达到 
R 的 下 水 平 边 为 止 . 这 样 做 不 会 增加 原 有 HE - ERES 3C. 此 外 ， 
ERRA T HT. 向 上 提升 两 竖 直 边 的 过 程 中 (对 向 下 亦 
然 ) ,被 切断 后 剩 下 的 了 - 砖 残 块 仍 是 一 个 高 为 1 的 了 - 砖 . 这 
样 我 们 得 到 一 列 H-T 

T ne To TT VT, 
jux — AH- R 中 挖 掉 ,并 将 割 线 重新 粘 合 在 一 起 . 由 于 
每 个 瓦 - 砖 宽 均 为 1, 我 们 仍 得 到 一 个 新 矩形 R' ,R' 中 H-P 
个 数 比 R 中 的 少 . 由 归纳 假设 ,R' 至少 有 一 边 长 为 整数 . 由 于 
R 与 R* 有 相同 的 高 ,而 R 的 宽 比 R' 的 宽 多 1, 故 定理 1 得 
证 . 

证 法 (10) ”归纳 法 变 体 ( 毕 少 甫 (R. Bishop), EH CS. 
Wagon)). 首先 来 给 出 V- 线 段 链 和 五- 线段 链 的 定义 . 给 定 和 所 
JE R 的 一 个 覆盖 , 这 些小 砖 的 边 在 R 内 就 给 出 了 一 些 竖 直线 
段 和 水 平 线段 ,并 且 可 能 出 现 这 样 的 情形 ， 若干 条 竖 直 线段 
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(或 若干 条 水 平 线段 ) 连 成 一 条 更 长 的 竖 直 线段 (或 水 平 线 
段 ), 我 们 称 这 样 连 成 的 坚 直 线段 为 了 -线段 (或 H-RBD.R 
内 的 一 条 Y- 线 段 称 为 V- 线 段 链 ,如 果 它 不 与 RR 内 的 任 一 五- 
线段 成 十 字 相 交 ,而且 在 R 内 不 存在 包含 它 的 另 一 了 -线段 也 
具有 这 样 的 性 质 . 类 似 定义 五 -线段 链 . 一 条 了 -线段 链 有 左右 
两 侧 , 如 至 少 在 其 一 侧 连 着 的 全 是 H- WERTE V- 
段 链 . 类 似 定 义 可 移 已 -线段 链 . 

现在 要 来 证 明 在 刃 的 任 一 给 定 的 覆盖 中 必 有 可 移 H- 
VORRETE. 用 反 证 法 , 设 R 内 既 不 存在 可 移 H-ARER 
链 ,也 不 存在 可 移 -线段 链 . 那么 不 难看 出 在 R 内 存在 从 下 
水 平 边 一 直 连 结 到 上 水 平 边 的 自 下 而 上 的 一 列 Ae, 
个 上 下 相 邻 的 瓦 - 砖 之 间 是 通过 一 条 HR BEE 
的 ;同样 地 还 存在 从 R 的 左 竖 直 边 一 直 连 结 到 右 竖 直 边 的 自 
左 至 右 的 一 列 Y- 砖 ,每 两 个 左右 相 邻 的 V- 砖 之 间 通 过 一 条 
V -线段 链 连 结 在 一 起 . 于 是 这 两 列 砖 必 会 在 R 内 部 相交 ,这 
交点 必 为 某 条 五 -线段 链 与 某 条 了- 线段 链 在 giiel die 
点 ,这 与 五 -线段 链 及 了 -线段 链 的 定义 矛盾 ， 

现在 不 妨 设 R 内 有 一 条 可 移 了 -线段 链 (例如 ,图 Aa 
的 竖 直 线段 AB 就 是 一 条 可 移 V- 线 段 链 , 它 的 右边 全 是 H- 
砖 与 之 相 邻 ). 设 在 此 可 移 Y- 线 段 链 某 侧 相 邻 的 全 部 He 
(由 定义 ,可 移 V- 线 段 链 必 有 一 侧 全 与 五- 砖 相 邻 ) 的 最 小 宽 
度 为 凤 , 将 此 可 移 -线段 链 另 一 侧 的 所 有 砖 块 (不 论 是 H- € 
还 是 V- 砖 ) 均 向 该 侧 伸 长 w, 这 样 得 到 R 的 一 个 新 的 覆盖 ,其 
中 广 - 砖 仍 是 一 个 了 - 砖 , 互 - 砖 仍 是 一 个 五- 砖 ( 见 图 40000. 而 
且 这 个 移动 至 少 使 R 原来 覆盖 中 砖 块 的 个 数 减少 一 块 (在 图 
4Cb) 中 是 矿 - 砖 个 数 比 原来 (a) 中 减少 了 一 块 ). 这 样 , 剩 下 的 
便 可 应 用 归纳 法 去 完成 了 . 
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图 4 在 (a) 中 ,AB 是 一 条 可 约 V 线 .图 (b) 是 AB Jet i lg 
右 扩展 后 得 到 的 新 覆盖 . 


证 法 (11) 扫描 线 (sweep-line) 法 (巴赫 曼 (G. Bach- 
man), 雅 拉 卡 基 斯 (M. Yannakakis)). 设 RR 是 一 个 axb EH 
且 处 于 标准 位 置 . 假设 2 不 是 整数 , 设 {R,)} 表 示 覆 盖 尺 的 诸 砖 
组 成 之 集合 ,但 是 我 们 在 这 里 假设 每 块 砖 的 底 边 那 条 闭 线 段 
RET. H ai Kb WERE Ri 的 宽 及 高 . 如 下 法 定义 一 个 
PROC ,下 的 定义 域 为 L0,5j], 值 域 为 L0,aj, 冰 数值 SORE 
法 确定 :如果 与 直线 y=t RHEE D DAZ dA SR 
为 整数 的 砖 为 Ro，…, Ri ,就 令 fü) =a, teeta. 于 是 
f(0 —0 (为 什么 ) ,注意 到 R 中 每 块 砖 必 有 一 边 长 为 整数 , 故 
函数 了 取 值 恒 为 整数 (为 什么 ) ,从 而 1(6) 也 必 为 一 个 整数 . 
但 已 知 5 不 为 整数 ,由 定义 知 SORA RB aS a fU) 
为 整数 . 

证 法 (12)  Sperner 引 理 证 法 ( 施 麦 尔 (J. Schmer!)). R 
设 定理 1 的 结论 不 成 立 且 R 处 于 标准 位 置 . TEES R 的 每 块 
砖 中 任 画 一 条 对 角 线 ,这 样 就 将 尺 作 了 三 角形 训 分 . 对 每 一 
块 砖 的 每 一 顶点 (z,y) 如 下 法 加 以 标记 : 若 xz 为 整数 则 记 北 
顶点 为 Aid z 不 为 整数 但 y HEM. Wid B ArH y 
BA AER, Wid ZAC. 那么 ,根据 Sperner 引 理 的 一 个 变 
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体 ( 见 文献 [6j 中 的 引 理 2) 知 , 标 以 ABC 的 这 种 三 角形 必 有 
奇数 个 (请 读者 试 证 之 ). 但 另 一 方面 ,由 于 每 块 砖 的 四 个 顶点 
中 每 两 个 相 邻 的 顶点 必 在 同一 水 平 或 竖 直 线 上 ,因而 容易 看 
出 不 可 能 出 现 标 有 ABC 的 三 角形 ,这 个 矛盾 就 证 明了 定理 


1. 


[7] 


( 张 明 铝 编译 , 潘 承 彪 校 ) 
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迷宫 难题 ” 
S. Kravitz 


曾经 举行 过 一 次 解难 题 的 竞赛 ,要 求 参赛 者 去 解 一 系列 
类 型 相同 但 难度 不 断 增加 的 迷宫 难题 , 本 文 介绍 这 种 类 型 的 
迷宫 问题 ,并 用 Euler 解 “ 哥 尼斯 堡 的 7 座 桥 ”(Seven Bridges 
of Konigsburg) 问 题 的 方法 解 这 些 难 题 . 


这 类 问题 的 一 个 简单 例子 如 图 1 所 示 . 已 知 有 几 块 区 域 
(图 中 的 小 圆 部 分 ,分 别 记 为 vB acy sh oi) FERED LA E 
一 个 数值 (因为 不 属于 本 文 讨论 的 主要 内 容 , 所 以 图 中 来 祭 
9D. 要 求 只 能 沿 着 图 中 给 出 的 路 径 (虚线 部 分 ) 从 起 点 $ E 
到 终点 了 ,每 块 区 域 最 多 只 能 经 过 一 次 (注意 ; 不 需要 经 过 每 
一 块 区域 ). 每 经 过 一 块 区 域 , 则 将 该 区 域 上 的 数值 作为 参赛 


(D 编译 自 “Solving maze puzzles", Math. Magazine ,38(1965) ,213— 217. 
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者 的 得 分 . 谁 得 分 最 高 谁 将 获胜 . 

一 个 显 见 的 想法 是 ， 如 果 能 找到 一 条 路 线 经 过 每 一 块 区 
域 , 则 必然 得 到 最 高 分 . 但 问题 是 ,这 样 的 路 线 究竟 有 没有 ? 数 
学 上 一 种 非常 有 用 的 方法 是 : 先 假定 这 样 的 路 线 是 存在 的 ， 
然后 看 看 在 这 样 的 假定 之 下 能 得 到 些 什 么 . 也 许 能 得 到 一 条 
或 者 几 条 正确 的 路 线 ,也 许 会 遇 到 逻辑 上 的 矛盾 ,从 而 证 明 这 
样 的 路 线 是 不 可 能 的 . 我 们 试用 图 1 中 的 迷宫 问题 进行 这 方 
面 的 探讨 . 

为 使 - -条 路 线 只 经 过 某 个 区 域 一 次 , 则 其 中 必须 包含 (而 
且 只 能 包含 ) 两 条 支 路 , 沿 着 其 中 的 一 条 进入 该 区 域 ,而 沿 着 
另 一 条 离开 . 从 图 1 可 以 看 到 ,与 区 域 a 和 c 相连 的 支 路 均 各 
只 有 两 条 . 因此 ,如 果 存 在 一 条 经 过 所 有 区 域 的 路 线 , 则 其 中 
必定 用 到 这 些 支 路 . 即 为 进入 和 离开 区 域 ,这 条 路 线 中 必须 
包含 路 段 ab 和 ae, 由 同样 的 道理 ,也 必须 包含 路 段 cd 和 be, 
见 图 2, 其 中 的 实 线 部 分 表示 必须 包含 进去 的 路 段 ,而 虚线 部 
分 留待 下 一 步 考虑 ， 


在 图 2 中 可 以 看 到 ,这 条 路 线 已 经 经 过 区 域 0, 即 由 路 段 
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bc 和 ab 进入 和 离开 区 域 b. 因为 再 也 不 能 经 过 5, 所 以 与 区 域 
b 相连 的 其 他 所 有 支 路 即 路 径 Sb be bf 和 bg, 在 以 后 的 考虑 
中 绝 不 能 再 用 到 . 图 3 显示 了 这 一 新 的 情况 ,我 们 用 记号 
“一 >| 一 ”表示 这 段 路 径 已 被 排除 . 


由 于 路 径 5bf 已 被 排除 ,因此 经 过 区 域 了 的 路 径 只 剩 下 两 
KMS 出 发 ,只 能 走路 径 Sd. 这 些 路 段 必须 包含 在 路 线 之 中 ， 


我 们 用 实 线 标 出 , 见 图 4. 从 中 又 可 以 看 到 ,与 区 域 vd 有 关 的 
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另 两 条 路 径 dg 和 di 必须 被 排除 . 同样 地 ,与 区 域 。 有 关 的 三 
条 路 径 , 即 oF sei 和 eh 也 已 不 能 再 被 考虑 . 这 一 情况 见 图 5. 


在 解 这 类 迷宫 问题 时 ,还 有 一 些 其 他 的 有 用 的 思考 方法 . 
我 们 举例 说 明 . 
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在 图 7 中 的 迷宫 问题 中 ,因为 必须 从 区 域 。 经 过 7 和 
到 达 区 域 ,所 以 路 色 ih 必须 被 排除 . 设想 有 一 个 闭 圈 围 住 
了 若干 区 域 ,如 图 所 示 . 只 有 两 条 道路 进入 这 一 闭 图 , 即 de 和 
ci. 如 果 希 望 在 总 的 路 线 中 经 过 该 闭 圈 中 的 若干 或 全 部 区 域 ， 
则 必须 用 到 这 两 条 道路 . 基于 这 一 思路 ,我 们 可 以 较 好 地 解 这 
个 迷宫 难题 而 不 会 得 分 太 少 或 出 错 ( 请 读者 自行 完成 . ). 


包含 路 段 Sa, dh hi,bc, cf 和 jF. JH ERR E di 必须 被 排除 ， 
否则 它 将 和 dh 及 hi 一 起 构成 一 个 由 实 线 组 成 的 三 角形 ( 想 
想 为 什么 不 行 ?). 可 以 看 到 ,有 三 条 实 线 即 hi,cf 和 jF 进入 
图 中 所 示 的 我 们 所 设想 的 闭 圈 . 沿 着 其 中 的 一 条 进入 闭 圈 ,再 
沿 着 另 一 条 离开 ,然后 沿 着 第 三 条 进入 ,因此 显 见 必须 利用 另 
一 条 可 用 的 路 径 bi 走出 这 一 闭 围 . 一 般 地 ,如 果 起 点 和 终点 
都 未 被 包含 在 闭 圈 内 , 则 进入 和 离开 这 一 闭 圈 的 道路 总 数 应 
是 偶数 ;如 果 二 者 中 有 且 只 有 一 个 被 包含 在 闭 圈 内 , 则 道路 总 
数 必 为 奇数 . 

这 类 迷宫 问题 并 不 总 是 只 有 一 个 解 , 即 只 有 一 条 符合 要 
求 的 路 线 使 之 经 过 所 有 的 区 域 . 有 些 问 题 可 能 有 多 个 解 , 也 有 
些 问题 可 能 没有 这 样 的 解 . 我 们 在 这 里 介绍 的 解 题 方法 一 定 
会 有 助 于 读者 在 遇 到 这 类 问题 (也 许 形式 上 会 更 复杂 些 ) 时 ， 


能 迅速 地 得 到 最 高 分 . 图 9 中 的 问题 留 给 读者 作为 练习 ， 


( 刘 容 光 编 译 , 朱 学 贤 校 ) 
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图 上 的 一 个 对 策 ， 孤立 
R. D. Ringeisen 
1. 引言 - 


在 讨论 对 策 之 前 ,我 们 先 定义 一 些 有 关 图 论 的 术语 (对 于 
进一步 的 图 论 的 研究 可 参见 文献 [1 )— Dp. 

一 个 图 是 由 一 个 有 限 非 空 顶点 集 V==V(G) 与 一 个 指定 
的 称 为 边 集 的 不 同 无 序 相 蜡 顶点 对 的 集合 EOR. 通常 
画 一 个 图 形 来 表示 图 ,其 中 用 点 来 表示 图 的 顶点 ,而 用 连接 点 
的 线段 来 表示 边 . 这 样 在 图 ] P uv w 和 1 是 顶点 .uv 在 
EGY, W uw 不 在 ECG) 中 .顶点 z 邻接 于 顶点 u Mw. 我 
们 将 把 这 样 的 图 形 本 身 看 为 图 . 


u v 
et 

z wW 

KHL ARRE 


如 果 在 一 个 图 中 人 们 能 沿 着 边 和 项 点 从 任 一 个 项 点 走 到 
另外 一 个 任意 的 顶点 , 则 称 这 个 图 是 连通 的 . 图 1 中 的 图 不 是 
连通 的 ,这 是 因为 人 们 不 能 沿 图 中 的 顶点 和 边 从 w 走 到 上 

一 个 顶点 ”的 次 数 d(o) 是 遇 到 o 的 边 的 数目 . 等 价 地， 
这 也 等 于 与 顶点 v 邻接 的 项 点 的 数目 . 一 个 孤立 顶点 是 一 个 
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次 数 为 零 的 顶点 . 在 具有 个 顶点 的 图 中 任意 顶点 的 最 大 次 
数 为 —1. 在 图 1 中 + 是 一 个 孤立 顶点 ,而 所 有 其 他 的 顶点 有 
次 数 2. 

在 文献 [5] 中 作者 定义 了 转换 一 个 图 的 运算 . 在 顶点 v 转 
换 一 个 图 G 意味 着 在 同样 数目 的 顶点 上 除去 G HBA 的 
所 有 边 , 增 加 从 v 到 任 一 个 在 G 中 不 与 v 邻接 的 顶点 的 边 ， 
而 其 他 G 中 的 边 保持 不 变 , 来 构造 一 个 新 图 G'. 在 图 2 中 我 
们 在 顶点 ww 转换 G 得 到 G' . 然后 在 顶点 = 转换 G BBC" 
注意 从 G' 到 G" 的 转换 产生 了 一 个 次 数 为 零 的 顶点 z, 顶点 > 
邻接 于 G' 中 的 所 有 其 他 的 顶点 .因此 ,转换 除去 了 所 有 可 能 
遇 到 = 的 所 有 边 (xzo 与 > 有 同样 的 结局 ,为 什么 ?). 


T w T w T Ku 


z > y x y 
G G' 6 
图 2 转换 
图 相对 于 一 个 顶点 集 的 转换 定义 为 在 这 个 顶点 集中 对 每 
个 顶点 相继 对 图 进行 转换 (不 难说 明 转 换 次 序 是 没有 关系 
的 ). 在 顶点 v 转换 一 个 图 使 " 的 次 数 从 d(v) 变 为 (xn 一 1) 
—d (v). 


2. Wir 


孤立 是 一 个 有 两 个 局 中 人 的 对 策 . 我 们 称 两 个 局 中 人 分 
IA X M Y 进行 对 策 的 方法 如 下 : 
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A. 和 和 了 一致 回 意 进 行 对 策 的 图 有 ”个 顶点 . 

B. 局 中 人 六 选 一 个 个 顶点 的 连通 图 G. 

C WRAY EG 中 选 一 个 顶点 并 且 在 这 个 顶点 转换 图 
GAG. | 

D. APA X 在 G' 中 选 一 个 Y 没 有 选 过 的 顶点 并 且 在 
这 个 顶点 转换 C . 

局 中 人 按 上 述 方 法 交替 地 转换 所 得 的 图 并 且 规定 一 个 项 
点 一 旦 被 用 过 了 , 任 一 个 局 中 人 就 不 能 再 用 了 . 第 一 个 在 转换 
中 至 少 得 到 一 个 孤立 顶点 的 人 在 对 策 中 取胜 ， 


图 3 一 个 孤立 对 策 


在 图 3 所 示 的 孤立 对 策 中 ,局 中 人 XX 取胜 . 

方 框 中 的 顶点 是 局 中 人 为 了 得 到 下 一 个 图 所 用 的 顶点 ， 
画 X 的 顶点 是 已 经 用 过 的 项 点. 

现在 我 们 来 讨论 关于 孤立 的 可 行 性 . 


3. 转换 的 一 些 有 关 性 质 


读者 很 容易 自己 验证 下 面 的 定理 . 

定理 1 BCxH AA A 可 以 从 图 G 通过 有 限 个 单 
顶点 转换 得 到 , 则 对 所 有 的 n. 是 关于 具有 个 顶点 的 图 的 
集合 的 一 个 等 价 关系 . 
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下 面 的 定理 说 明了 孤立 的 存在 性 . 

定理 2 在 任意 一 个 转换 等 价 类 中 至 少 存在 一 个 图 有 一 
个 孤立 点 . 

WA 从 给 定 的 等 价 类 C 中 选任 一 个 图 G, 如 果 G 有 一 - 
个 孤立 顶点 ,结束 . 否则 , 设 " 是 G 的 任 一 个 顶点 , 且 设 vi ,vz， 
Uae v 邻接 的 顶点 ,显然 相对 于 集 e (vsv s 
vac } 的 转换 使 ”成 为 一 个 孤立 顶点 ， 

定理 2 似乎 说 明了 可 以 选任 一 个 连通 图 来 开始 孤立 对 
策 . 可 是 定理 没有 考虑 到 一 个 或 另 一 个 局 中 人 可 以 阻止 狐 立 
点 的 产生 . 这 样 , 尽 管 定 理 从 理论 上 说 明了 对 策 的 可 行 性 ,但 
它 并 没有 肯定 每 一 个 对 策 是 可 胜 的. 这 样 我 们 讨论 在 孤立 中 
的 可 胜 性 . 


4. 一 些 评论 和 定理 


以 下 总 假定 是 所 选 图 的 局 中 人 而 了 是 另 一 个 局 中 人 
(他 首先 进行 转换 ). 

定义 ”如 果 图 中 存在 一 个 顶点 可 用 来 将 图 转换 为 有 孤立 
顶点 的 图 , 则 局 中 人 将 选 这 个 顶点 进行 转换 . 否则 ,如 果 存 在 
一 个 转换 使 所 产生 的 图 不 能 使 对 手 用 来 取胜 , 则 局 中 人 将 进 
行 这 个 转换 . 我 们 说 这 个 局 中 人 使 用 了 完美 结束 对 策 策略 , 简 
称 为 完美 策略 , 完美 策略 也 假定 X 将 不 选 一 个 使 Y 在 第 一 次 
转换 就 取胜 的 图 . 如 果 一 个 对 策 中 两 个 局 中 人 都 使 用 了 完美 
策略 , 则 说 这 个 对 策 是 用 完美 策略 进行 的 . 

定义 ”一 个 图 称 为 已 顺利 的 ,如 果 当 用 完美 策略 在 图 上 
进行 孤立 对 策 时 ,P ISRERUIECP =X RY). 

一 个 图 是 可 胜 的 ,如 果 用 完美 策略 进行 对 策 时 总 有 一 个 
“局 中 人 取胜 . 我 们 把 下 面 定理 的 证 明 留 给 读者 . 
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定理 3 UA 4) 在 一 个 用 完美 策略 进行 对 策 的 孤立 对 
RP RARA P 在 具有 nn 个 顶点 的 图 G 上 进行 转换 . HG 
有 次 数 为 1 或 4 一 1 的 顶点 , 则 了 将 取胜 . 


N N 
w Ua 


图 4 次 数 为 1 和 一 1 的 硕 点 


设 K, 是 有 nn 个 顶点 的 完全 图 , 即 K 中 任意 两 个 顶点 是 
邻接 的 . 设 C, 是 有 7 个 项 点 的 圈 图 ,是 一 个 及 个 顶点 且 每 
个 顶点 有 次 数 2 的 连通 图 ( 见 图 5). 


WO 


图 5 36 URBI 


读者 能 够 证 明 下 面 定 理 3 的 推论 . 
推论 1 K. 是 ons. 
推论 2 C.Jé X WURIBS. 
一 个 局 中 人 可 以 用 定理 3 来 决定 他 的 行动 . 实际 上 ,定理 
3 完全 决定 了 什么 时 候 一 个 局 中 人 可 取胜 . 换言之 , 它 告 诉 局 
中 人 找 什么 和 避免 给 出 什么 . 
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定理 4 ”一 个 局 中 人 只 有 当面 对 一 个 县 有 次 数 为 1 或 
?一 1 的 顶点 的 图 时 ,他 才 可 以 立刻 取胜 . 

证 明 ”一 个 项 点" 通过 在 它 本 身 或 另外 一 个 顶点 的 转换 
变 成 孤立 点 . 另外 一 个 项 点 的 转换 至 多 能 除去 与 v 相遇 的 一 


条 边 . AAS o 与 所 有 的 其 他 项 点 都 邻接 时 才能 用 在 v 的 转 
换 , 使 v 变 成 孤立 点 . 


我 们 现在 检查 是 否 所 有 的 图 都 是 可 胜 的 . 读者 可 以 自己 
验证 图 6 中 的 图 是 不 可 胜 的 . 存在 具有 任意 数目 的 顶点 的 图 
是 不 可 胜 的 吗 ?在 叙述 给 出 上 述 问题 的 答案 的 定理 之 前 ,我 们 
定义 完全 二 分 图 Knn Vn AV, SPREE ms ORE BUR 
的 集合 . MV, 的 每 一 个 顶点 到 V, 的 每 -- 个 顶点 连 一 条 边 ， 
则 形成 了 图 Kan Va 的 顶点 之 间 没 有 边 存在 ,Y, 的 顶点 之 间 
也 没有 边 存在 ( 见 图 6). K, 表示 个 顶点 上 没有 边 的 图 . 

定理 5 设 C 是 ”个 顶点 上 含 K, 的 
转换 等 价 类 , 则 K, 是 C 中 仅 有 的 不 连通 
图 . 进而 ,C pE- RE K, 的 图 是 一 个 完 
全 二 分 图 . 

证 明 显然 ,可 以 选 等 价 类 中 的 任 一 
元 并 且 通 过 相对 于 这 个 元 的 顶点 集 的 每 
一 个 子 集 的 转换 来 得 到 一 个 等 价 类 中 的 
所 有 元 . 我 们 选 K.. 在 每 个 顶点 转换 K, 

得 到 一 个 完全 二 分 图 Ki Kes 

当 在 一 个 顶点 (不 是 Ka pig "S RARI 
n—1 的 顶点 ) 转 换 一 个 二 分 图 时 ,产生 另 
一 个 完全 二 分 图 . 为 了 看 到 这 一 点 , 设 v 是 图 Ky PV 的 
一 个 顶点 p.v 的 转换 产生 图 KK, ud ;这 是 因为 转换 后 
v 不 邻接 于 V，, 中 的 顶点 而 邻接 于 V, 中 的 每 一 个 顶点 . 
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因为 相对 于 一 个 集 的 转换 是 一 系列 相对 于 顶点 的 转换 ， 
定理 得 证 . . 

XE E 5 可 以 用 来 说 明 对 任意 的 nies FERA n 个 顶点 
的 图 是 不 可 胜 的 . 

定理 6 对 每 个 整数 n5. Kpn (2 pn— 2)J& n] 
胜 的 图 . 

证 明 ”由 定理 5, 在 含 及, 的 变换 等 价 类 中 只 有 K, 是 有 
孤立 顶点 的 图 . 我 们 注意 为 了 从 任 一 个 完全 二 分 图 转换 到 
Kb FAA Kins. 类 似 地 在 得 到 天 ,，: 前 必须 得 到 
K:n- 因此 ,无 论 什 么 时 候 如 果 一 个 局 中 人 面 对 天 :,，:， 他 能 
够 避免 转换 到 Ky... 对 策 将 水 远 不 能 被 取胜 . 我 们 给 出 下 面 
的 论断 . 

论断 ”在 用 完美 策略 进行 孤立 对 策 的 过 程 中 ,如 果 一 个 
局 中 人 面 对 天 :.。，:， 则 或 者 所 有 的 顶点 都 被 用 过 了 RA Va 
中 至 少 存在 一 个 没有 用 过 的 项 点. 

论断 的 证 明 REV :中 所 有 的 顶点 都 用 过 了 , 则 在 原 
来 的 对 策 图 中 了。 中 的 任意 两 个 顶点 都 不 邻接 (相对 于 两 个 
或 多 个 顶点 集 的 转换 保留 不 变 顶 点 集 的 顶点 之 间 的 邻接 性 ). 
OR, h ER 5, ROR WA KK, RAE Kooi. 假定 用 
完美 策略 进行 对 策 时 避免 了 下 ,_141. 如 果 用 ”一 2 个 次 数 为 2 
的 顶点 中 的 每 一 个 来 转换 天 。s* 同 时 不 用 次 数 为 n—2 的 任 
一 顶点 进行 转换 ,将 得 到 玉 ., 与 假设 矛盾 . 这 样 在 局 中 人 面 对 
的 图 玉 ,。; 中 至 少 有 一 个 次 数 为 "一 2 的 顶点 被 用 过 

假设 了, 中 恰好 有 一 个 顶点 v 被 用 过 ,那么 在 原来 的 图 中 
v 不 与 V,_s 中 的 项 点 邻接 且 邻 接 于 VV; 中 的 另外 一 个 顶点 . 因 
此 原来 的 图 是 ,1.1, 这 与 用 完美 策略 进行 对 策 矛盾 . 

因此 在 面 对 局 中 人 的 尺 ,2,: 中 ,所 有 的 顶点 都 被 用 过 了 . 
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这 就 证 明了 论断 . 

由 论断 , 当 天 ,。 :出 现时 或 者 所 有 的 顶点 都 被 用 过 了 ,对 
策 结束 ,或 者 局 中 人 可 以 选 n 一 2 个 次 数 为 2 的 顶点 中 的 一 个 
使 所 产生 的 图 避 开 KK,,,- ,这 样 对 策 是 不 可 胜 的 . 

一 个 有 趣 的 没有 解 类 的 问题 是 给 出 不 可 胜 图 的 特征 . 定 
理 6 中 所 描述 的 图 是 仅 有 的 不 可 胜 图 吗 ? 在 这 里 我 们 不 进 一 
步 研究 这 个 问题 . 在 下 一 节 我 们 将 引进 一 个 新 的 进行 孤立 对 
策 的 方法 . 


S$， 对 策 和 矩阵 


在 文献 [5j 中 作者 引进 并 利用 了 下 面 的 邻接 算 阵 ( 它 不 同 
T ck I~ C4 Th i OE). 设 G 是 一 个 图 且 设 它 的 顶 
点 被 标号 为 1,2,…,n.G 的 十 ,一 邻接 矩阵 定义 为 : 

f; i 和 了 是 邻接 的 ， 
(A); = |" 1, #i Al 是 不 邻接 的 ; 
0， i=j. 

当 在 点 i 转换 一 个 具有 邻接 矩阵 4 DES RE BPR AY SE 
矩阵 4' 能 够 通过 用 一 1 FE A 的 第 i 行 和 第 i 列 得 到 ,等 价 地 ， 
我 们 能 通过 用 第 ; 行 ,第 ; 列 元 素 为 一 1, 其 他 元 素 为 1 的 对 角 
矩阵 前 乘 和 后 乘 A 得 到 , 相对 于 集 ?的 转换 能 通过 用 对 应 于 
?的 元 的 元 素 为 一 1, 其 他 元 素 为 1 的 对 角 和 矩阵 前 乘 和 后 乘 4 
得 到 . 文献 [5] 中 的 作者 用 了 特征 值 和 其 他 的 矩阵 性 质 来 分 析 
转换 运算 . 读者 也 许 会 发 现 先 考查 KLUB AB BERE PES RS A 
矩阵 乘法 来 证 明定 理 5 是 有 益 的 ， 

我 们 这 里 谈 到 的 矩阵 仅仅 是 使 那些 愿意 使 用 矩阵 乘法 而 
不 愿意 使 用 转换 的 读者 知道 这 种 方法 . 我 们 希望 读者 做 一 些 
和 矩阵 的 转换 . 
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6. it 


转换 运算 是 有 趣 的 且 本 身 有 许多 没有 解决 的 问题 . 在 这 


里 我 们 只 是 集中 讨论 了 它 在 对 策 上 的 应 用 . 希望 读者 能 对 扳 
江 做 进一步 的 研究 . 
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平面 图 形 和 它 的 相关 图 中 的 树 与 欧 拉 环 游 


Mark E. Kidwell 和 R. Bruce Richter 
1. 引言 


设 G 是 谷 入 平面 的 一 个 图 ,同时 描绘 出 G 的 两 个 相关 
El. 它 的 对 偶 和 它 的 中 图 @. 我 们 的 目的 是 说 明 G 的 支撑 树 
的 数目 、 对 偶 的 支撑 树 的 数目 .中 图 的 有 向 欧 拉 环 游 的 数目 和 
中 图 的 树 形 图 的 数目 都 相同 . 这 些 结果 虽 

然 已 经 知道 ,但 在 原来 的 文献 中 不 都 是 容 sol 

易 理解 的 这 些 证 明 尽管 不 是 平凡 的 ,但 K P 
ROK S BE EE PEAR 
一 确实 ,这 些 证 明 也 许 会 使 人们 对 平面 “、  ; 


图 产生 兴趣 -— 
在 本 文中 ,一 个 图 可 以 有 环 和 重 边 . Vj 
这 种 图 在 某 些 文献 中 有 时 称 为 “多 重 图 ” 


我 们 所 用 的 术语 主要 依据 文献 [6., 它 是 图 1 
一 本 极 好 的 图 论 的 教科 书 . 

一 个 图 G 的 支撑 树 是 G 的 一 个 没有 图 且 含 G 的 所 有 项 
点 的 连通 子 图 . 例如 , 若 G 是 图 1 中 的 图 , 则 G 的 五 个 支撑 树 
如 图 2 所 示 . 


O 本 文中 用 到 的 有 关 图 论 的 一 些 基本 概念 见 本 文 的 附录 :“ 图 的 支撑 树 和 
欧 拉 环 游 ”. 一 一 译 者 注 
© 它们 的 定义 将 在 下 面 给 出 . 一 一 译 者 注 


119 


现在 从 图 1 m G 在 平面 上 的 一 个 画 法 我 们 能 够 构造 G 
的 对 偶 图 D(G). 为 了 得 到 DOO 4E G METH LMT 
点 ,并 且 对 于 G 的 每 条 边 e 画 D(G) 的 一 条 边 r(e) ,使 rCe) 是 
连接 D(G) 中 的 位 于 e 所 对 的 两 个 面 中 的 顶点 的 连 线 . 这 个 过 


程 如 图 3 所 示 一 一 原 图 G 用 短 划 虚 NEN 

线 给 出 ,而 对 偶 图 DCG) 用 长 划 虚 线 7 Y 人 
给 出 .注意 ; 如 果 我 们 画 D(G) 的 边 f eT \ 
CORES e 相交 一 次 且 不 与 G 的 ， X T P | 
其 他 的 边 相交 , 则 D(C) 成 为 -个 平 NON T 
面 图 . 映射 + 给 出 了 G 和 D(G) 之 间 ~ 
的 一 个 自然 的 双 射 . DCG) 的 每 个 面 NÉ 

MH OE CHOPRA ERE 5 
D(D(G)) =G. 我 们 指出 D(G) 依 赖 图 3 


F G 的 特殊 画 法 . 存在 一 些 已 知 的 
条 件 来 决定 什么 时 候 G 只 有 一 个 对 偶 图 ,但 这 里 我 们 将 不 
再 继续 讨论 . 


. 一 ~ 一 O7 770 
7 T N co 1 N / 
Ó ( 
9 1/ \ ? ] \ ? 
Ò o. L^ NSO b-7 Nod 
图 4 


在 图 4 中 我 们 列 出 了 D(G) 的 支撑 树 .G 的 支撑 树 的 数 
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目 恰好 等 于 D(G) 的 支撑 树 的 数目 . 这 是 巧合 吗 ? geESUTR 
欢 让 自己 确信 同样 的 事情 会 对 图 5 中 的 图 G 和 它们 对 偶 图 


. 也 发 生 .的确 G' 和 它 的 对 偶 都 有 11 个 支撑 树 . 


\ 
\\ 
y 
| 

/ 


i / X BN 
/ b pee. 
FON] or N 
NI i ^. 
\ n-A > } 
\ ! | | Lu 
\ ya 
SoL 
图 5 


在 第 2 节 中 我 们 将 看 到 ,如 果 G 是 任 一 个 平面 图 , 则 G 
和 它 的 对 偶 图 有 同样 数目 的 支撑 树 . 对 于 一 个 平面 图 C, 存 在 
另 一 个 可 由 G 构造 的 图 一 一 G 的 中 图 M(G), 它 是 通过 在 C 
的 每 条 边 的 中 间 播 入 一 个 点 ,作为 它 的 顶点 得 到 . 它 的 边 是 这 
样 确定 的 ， 对 M(G) 的 每 一 对 分 别 从 边 e 与 “得 到 的 顶点 
5j vURI G 的 每 一 个 有 e 和 e 在 其 边界 上 为 相继 边 的 面 下 ,我 
PEF pA M(G) 的 一 条 连接 wv 与 v' 的 边 .这 样 v 和 wv 将 有 
以 e 和 e' 为 相继 边 的 面 数 那么 多 边 连接 它们 . 见 图 6Ca) ,这 里 
中 图 是 从 图 1 中 的 图 G 构造 的 . 这 里 G 是 虚线 图 而 M COO E 
TRR. 读者 也 许 希 望 重新 肯定 M (G0 55: G 没有 相同 数目 的 
支撑 树 . 注意 ，M(C) 是 一 个 平面 图 ,对 应 G 的 每 条 边 它 有 一 
个 顶点 , 且 M(G) 的 每 个 顶点 与 M(G) 的 4 条 边关 联 . 中 图 与 
G 的 线 图 L(G) 有 关 但 不 相同 (参见 [3,p. 71 D. EG 没有 次 
数 为 1 或 2 的 顶点 , 则 MM(G) 是 L(G) 的 子 图 .可 是 M(G) 总 是 
4- 正 则 的 ,而 L(G) 通常 有 较 大 次 数 的 顶点 . 像 对 偶 图 一 样 ,中 
图 也 依赖 于 在 平面 上 G HARE. 车 G 是 连通 的 , 则 
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M(G) 也 是 连通 的 . 

注意 ,我 们 能 够 在 D(C) 的 每 条 边 rCe) 与 e 的 相交 处 插入 
一 个 顶点 ,用 D(G) 来 构造 MG), Bl M(G)=M(D(G)). TE 
图 6《b) 中 我 们 说 明了 这 一 点 . 一 般 结 果 的 证 明 将 留 给 读者 
CLUS). R 6C rf G 是 短 划 虚 线 图 ,D(G) 是 长 划 虚 线 图 ,M 
(G) 是 实 线 图 . 

现在 我 们 开始 给 M(G) 的 边 定 向 使 它 是 平衡 的 , 即 指向 
一 个 顶点 的 边 数 等 于 背 向 它 的 边 数 , 在 一 个 连通 图 中 这 个 条 
件 等 价 于 存在 一 个 有 向 欧 拉 环 游 . 读者 也 许 会 猜想 在 MG) 
中 有 向 欧 拉 环 游 的 数目 等 于 G 的 支撑 树 的 数目 (因此 等 于 
DG) 的 支撑 树 的 数目 ). 我 们 将 在 第 3 节 中 说 明 这 种 关系 . 

注意 MGOIM ST iE S G 的 或 DC(G) 的 一 个 顶点 ,但 不 
AMS EN. 有 4 个 面 围绕 着 M(G) 的 每 个 顶点 . 如 果 我 们 依 
次 穿 过 这 些 面 ,它们 将 交错 地 含 G 的 一 个 顶点 和 DC(G) 的 一 
个 顶点 .为 了 用 另外 的 方法 表示 这 一 点 ,如 果 我 们 将 M(G) 的 
含 G 的 顶点 的 面 染 成 黑色 (以 巨 表示 ) 而 将 M(G) 的 含 DG) 
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的 顶点 的 面 染 成 白色 (以 W 表示 ), 则 M(G) 的 每 一 条 边 分 离 
一 个 白面 和 一 个 黑 面 . 这样 G 的 (或 D(G) 的 ) 一 条 边 穿 过 
M(G) 的 一 个 顶点 到 对 角 面 . 

固定 刚才 所 描述 的 M(G) 的 黑 面 和 白面 . 现在 给 MG) 
的 所 有 的 边 定 向 使 当 我 们 绕 着 辕 面 的 边界 按 顺 时 针 方 向 走 
时 ,每 条 边 的 方向 都 指向 旅行 者 . 见 图 7. 这 样 当 一 个 昆虫 沿 
着 一 条 边 按 边 的 方向 假 行 时 将 总 有 一 个 白色 区 域 在 它 的 左边 
而 一 个 黑色 区 域 在 它 的 右边 . 


图 7 图 8 


读者 应 该 看 出 在 M(G) 的 每 一 个 顶点 处 有 向 边 交错 地 进 
入 和 离开 这 个 顶点 一 一 见 图 8. 因为 有 两 条 边 进 入 且 有 两 条 
边 离开 每 个 顶点 ,M(G) 中 存在 一 个 有 向 欧 拉 环 游 . 这 是 一 条 
i M(G) 的 途径 , 它 在 间 一 个 顶点 开始 和 结束 , 沿 着 与 边 的 定 
向 相同 的 方向 穿 过 每 条 边 恰好 一 次 , FR CR vei etie sens 
€55os€ss Res uo eoe OER 7 中 所 示 的 MM(G) 中 这 样 一 个 
环 游 的 例子 . 为 了 对 有 向 欧 拉 环 游 有 一 个 标准 的 表示 ,我们 将 
指定 环 游 开 始 的 点 R 和 必定 措 向 R 的 环 游 的 最 后 一 条 边 . 在 


123 


图 7 的 例子 中 我 们 指定 es 是 “最 后 的 边 ”. 

对 于 MCG) 我 们 所 考虑 的 环 游 是 (R, tiS, R ust, R), 
CR tos Rousssusts R), CR us tissus s Ret, R), Reuss Rots 
sut ROBICOR us utis Rot RANE LIRA RS bis 
混淆 ,我 们 省 去 了 序列 中 的 边 , 一 般 地 ,也 许 存在 两 条 边 从 一 
个 点 指向 另 一 个 点 . 在 这 种 情况 下 知道 依 什么 样 的 次 序 通过 
这 些 边 是 重要 的 . ). 


不 管 你 是 否 相信 上 述 事 实 , 我 们 必须 结束 了 . M(G) 的 一 
个 根 在 R 的 衬 形 图 是 M(G) 的 一 个 支撑 料 4, 使 对 每 -个 不 
同 于 民 的 顶点 恰好 存在 A 的 一 条 边 指 向 它 ,同时 没有 4 的 
边 指 向 R. 因为 我 们 能 够 把 这 看 作 从 树 的 基 ( 根 ) 到 叶子 的 (有 
向 ) 水 流 ,所 以 植物 学 上 的 形象 地 描绘 是 合适 的 , 在 图 9 中 给 
出 了 树 形 图 的 一 个 例子 . 我 们 鼓励 读者 验证 M(G) 的 根 在 R 
的 树 形 图 的 数目 是 5. 这 是 一 个 与 G 的 支撑 树 的 数目 相同 的 
数 . 在 第 4 节 中 我 们 将 说 明 MC(G) 的 根 在 R 的 树 形 图 的 数目 
等 于 它 的 有 向 欧 拉 环 游 的 数目 . 
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2， 在 对 偶 图 中 的 支撑 树 


在 这 一 节 我 们 将 看 到 平面 图 G 的 支撑 树 怎样 相关 于 它 
的 对 偶 DCG) 的 支撑 树 . 考虑 图 10 中 用 短 划 虚 线 所 示 的 树 
7 了 .DCG) 中 对 应 于 不 在 了 中 的 长 划 边 形成 DCG) 的 一 个 支撑 
树 . 我 们 的 目的 是 证 明 上 述 事 实 对 一 般 情况 也 成 立 . 


图 10 


前 面 我 们 引进 了 从 G 的 边 到 D(G) 的 边 的 映射 e: ECCO 
一 ECDCG)). 我们 能 扩展 这 个 映射 为 关于 边 子 集 的 映射 ,使 
Xj ECCORMERUCT-AR E'A (E= (rle) jec E). EPER, X 
ECOUTE E SEG SI— AR” E= rO le& ET. Re 
然 , 对 下 (G) 的 任意 子 集 EB CED Ur’ GI) -EOXOXGD). 
定理 1 设 人 是 G 的 一 个 支撑 树 且 设 tMi DOH 
& D(G) 中 对 应 于 G 不 在 T 中 的 边 的 子 图 ., 则 c TDG 
的 一 个 支撑 树 . 
证 明 Er OSB UC 的 某 个 顶点 在 户 内 部 ,而 
另 一 个 顶点 w E p 的 外 部 . 由 约 当 曲线 定理 ,7 中 连接 o 与 
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w 的 路 与 pS OONME X8. 

WER v 和 w 是 DC(G) 的 任意 顶点 .7 中 不 存在 圈 , 于 
是 ,我 们 消去 了 的 边 后 ,v 和 w 在 平面 上 仍然 是 连通 的 . 这 样 
我 们 能 在 平面 上 找到 一 条 不 含 了 的 边 的 多 角 曲 线 连接 w 和 
vw. 假设 这 条 曲线 通过 G 的 面 Fuse Fe 对 j= 2,3 RK 
re) Æ DOO BI E BE DCOGOB E BI F; RITE FE; 中 的 顶点 的 
边 . 这 些 边 含 一 条 DOO "BEBE v 和 冯 的 路 一 一 显然 这 些 边 
TE c' (了 ) 中 .这 样 ,r*(T) 是 连通 的 且 含 DCG) 的 所 有 顶点 . 

MG 的 支撑 树 的 集合 到 DCG) 的 支撑 树 的 集合 的 映射 
显然 是 一 个 内 射 . 因此 G 的 支撑 树 的 数目 小 于 等 于 DOOR 
支撑 树 的 数 日 . 由 DCD(G))=G 知 上 述 不 等 式 中 的 等 式 成 
SL. 

G 和 DC) 的 支撑 树 间 的 对 应 很 早 以 前 就 知道 了 . 这 个 
结果 是 文献 [1] 中 的 一 个 练习 . 


3， 中 国 中 的 欧 拉 环 游 


在 这 一 节 中 我 们 描述 G 的 支撑 树 怎样 对 应 于 中 图 MCG) 
中 的 欧 拉 环 游 . 设 E 是 M(G) 的 有 向 欧 拉 环 游 . 在 M(G) 的 每 
一 个 顶点 ,E 沿 着 邻接 的 边 进 入 并 离开 这 个 顶点 .在 M(G) 的 
每 个 顶点 轻 轻 地 分 离 由 决定 的 边 . 在 图 7 中 我 们 有 具有 有 
向 欧 拉 环 游 (R,tysyusss;Rsust，R) 的 中 图 MCGO. 图 11 BR 
Jg E RE M(C) 的 每 个 顶点 所 得 的 结果 ， 

在 每 个 顶点 的 这 种 分 离 产 生 了 自身 不 相交 的 闭 曲 线 C. 
这 样 , 约 当 曲 线 定理 得 到 了 应 用 . 显然 , 黑 面 将 都 在 曲线 的 右 
边 ( 当 我 们 按 边 的 方向 旅行 ) 且 白面 将 都 在 曲线 的 左边 . 像 前 
面 所 安排 的 , 黑 面 是 含 G 的 顶点 的 那些 面 而 白面 是 含 DG) 
AT RM ARH. RTE CHA CHAS C 相交 的 那些 边 
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图 11 
的 子 图 且 设 e" (7) 是 D(G) 的 含 与 不 在 了 的 边 所 对 应 的 那些 


边 的 子 图 .注意 ve OO RB DCG) 的 不 与 C 相交 的 边 构成 . 在 
图 12 中 虚线 边 所 构成 的 图 为 工 . 


图 12 


我 们 断言 了 是 G 的 遇 到 C 的 每 个 顶点 的 连通 子 图 . 如同 

在 定理 1 的 证 明 中 的 论证 ,从 C 的 黑 面 开始 我 们 能 够 从 G 的 

任意 顶点 到 G 的 另 一 个 任意 顶点 . 2S UR r MÆ DOO EI 
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E DCG) 的 每 个 顶点 的 连通 子 图 . 由 定理 1,7 和 e (7) 必 定 
分 别 是 C 和 D(C(G) 的 支撑 树 .这 样 ,MCG) 的 每 一 个 有 向 欧 拉 
环 游 产 生 了 G 的 一 个 支撑 树 . 

反之 ,假设 了 是 G 的 一 个 支撑 树 ,为 了 产生 M(G) 的 一 
个 有 向 欧 拉 环 游 ,我 们 根据 工分 离 M(G) 的 顶点 : Xr C 的 边 
e 在 了 中 , 则 如 图 13(a) 分 离 M(G) 的 对 应 顶点 ,而 如 果 e' 不 
在 工 中 , 则 如 图 13(b) 所 示 分 离 M(G) 的 顶点 . 


图 13 


显然 ,如 果 C 是 所 产生 的 M(G) 的 自身 不 相交 的 闭 曲 线 
的 集合 , 则 的 边 恰 好 是 那些 不 与 C 相交 的 边 . MO 
点 看 ,我 们 看 到 S (7T) 的 边 恰 好 是 DOWRY C 相交 的 边 . 
因为 荆 和 7r" 7) 都 是 支撑 树 , 所 以 C 恰好 生成 了 平面 上 两 个 
互补 的 区 域 . 因此 C 是 一 条 单 重 闭 曲线 . 将 C 转化 为 M(G)， 
我 们 得 到 M(G) 的 一 个 有 向 欧 拉 环 游 . 对 于 这 种 运算 的 例子 
见 图 14(a) 和 和 14b). 

这 个 结果 可 概述 为 下 面 的 定理 . 

定理 2 MG)? 中 有 向 欧 拉 环 游 的 数目 等 于 G PRE 
的 数目 . 

个 结果 的 第 -个 证 明 是 Kotzig £618 pt. 
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4. M(G) 中 的 欧 拉 环 游 和 树 形 图 


我 们 最 后 的 对 应 是 M(G) 的 有 向 欧 拉 环 游 和 树 形 图 闻 的 
对 应 . 事实 上 ,我 们 这 里 给 出 的 对 应 适用 于 任意 在 每 个 顶点 恰 
好 有 两 条 边 进入 和 两 条 边 离开 的 有 向 图 (不 必 是 平面 的 ). 像 
在 引言 中 所 讨论 的 那样 ,我 们 指定 根 顶 点 R MI R R e” 
是 任意 欧 拉 环 游 的 最 后 一 条 边 . 注意 这 最 后 的 一 条 边 不 在 
M(G) 的 任意 树 形 图 中 ,因为 没有 树 形 图 的 边 指向 R 在 这 市 
中 的 论证 比 前 面 的 论证 有 更 多 的 技巧 性 . 

我 们 将 用 的 对 应 是 如 下 的 对 应 . 设 巨 是 任 一 个 有 向 欧 拉 
环 游 . 依次 给 环 游 的 边 标号 使 = (Sere R) Re 
e' .从 A=R 开始 生长 对 应 的 树 形 图 ,然后 设 4 是 AUes 
这 里 是 最 小 指标 使 ee 指向 不 在 A; 的 一 个 顶点 . 尽 可 能 池 
继续 这 个 过 程 (注意 因为 树 形 图 的 边 数 比 项 点 数 少 1,38 AUR 
次 数 比 MCG) 的 顶点 数 少 1.). 对 于 图 7 中 的 欧 拉 环 游 为 
(R,eistsesss ea Re Uh 965 Ss Cet 7 ot eu R). 我 们 有 如 图 15 
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所 示 的 序列 Ao A Ai As 显然 我 们 用 这 种 方法 构造 了 一 个 
RUE B]. 不 很 清楚 的 是 不 同 的 有 向 欧 拉 环 游 产 生 不 同 的 树 形 
图 且 所 有 的 树 形 图 都 能 用 这 种 方法 产生 . 


R R 
( R 
t t 3) 
5 s 
u 
A A; As 


图 15 


R 
. 


为 了 说 明确 实 是 这 种 情况 ,我 们 给 出 道 构造 .给 出 一 个 树 
形 图 4 ,我 们 归纳 地 构造 一 个 有 向 欧 拉 环 游 . 我 们 的 工作 是 全 
向 追踪 . 从 E, Co* ,e” RAB 3X HL e" E LT A RW 
边 . Wb E, 有 起 点 w, 我 们 暂时 假定 它 不 是 R 现在 共存 在 两 条 
边 , 如 e 和 f, 指 向 v. 这 两 条 边 恰 好 有 一 条 在 4 中 ;让 我 们 称 
此 边 为 e. mR 已 经 不 出 现在 E; 中 , 则 设 ERS ED. 
Wi 已 是 (e, 五 ). 换 句 话说 ,第 一 次 我 们 退回 到 v, 沿 不 在 
A 中 的 边 退 出 ,而 第 二 次 (最 后 一 次 ) 我 们 退回 到 wv, 沿 A 中 的 
边 退 出 . 如 果 EE; 的 起 点 是 R, 则 沿 着 不 是 e’ 的 边 退 出 .图 9 中 
的 树 形 图 产生 了 有 向 欧 拉 环 游 (R,w,s ,ust,s,R,t,R). 注意 es 
总 是 环 游 的 最 后 一 条 边 . 

这 个 算法 必定 产生 一 个 欧 拉 环 游 不 是 显而易见 的 . 设 
W= (Ge v, Unien REM EM R BAN MG) 
的 一 个 闭 途 径 . 因为 我 们 停止 在 R 这 一 点 上 ,所 有 进入 (因此 
离开 )R 的 边 必 定 都 在 W rp. 现在 设 r 是 M(G) 的 任 一 点 .在 
A 中 存在 一 个 唯一 的 从 R 到 xz 的 有 向 途径 , 设 它 为 (R, fi 
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axis for EP rx. 

由 前 面 的 论证 ,与 关联 的 每 一 条 边 在 W h, FEA E 
W 中 , 则 算法 隐 含 着 xj;_; 在 W 中 出 现 两 次 .因此 与 x; XM 
的 每 条 边 在 WW 中 出 现 . 特别 地 ,fj 在 W 中 出 现 . 

Ake EW 中 出 现 两 次 且 这 对 M(G) 的 每 个 顶点 是 真 
的 ,于 是 WW 是 MM(G) 的 一 个 有 向 欧 拉 环 游 , 最 后 ,我 们 必须 说 
明 两 种 构造 是 互 递 的 . 设 E 是 有 向 欧 拉 环 游 , 设 4 是 从 EE 构 
JE S RETE Pel ELE EF' 是 从 A 得 到 的 欧 拉 环 游 . 我 们 必须 说 明 E 
=F'. E șI E'KKE e AR. BAe EAE RAH RE 
(Uj ej 1504157 Un 15€! oR). 

首先 假设 vsER. 如 果 这 是 第 一 次 退回 到 vw;, 则 从 4 指向 
v; 的 唯一 边 e AEE E PH ej. 否则 当 我 们 从 五 生成 4 时 ,我 
们 将 选择 另外 的 适当 的 边 . 又 当 我 们 从 4 生成 ERRE e dE 
为 e 王 一 记 住 当 我 们 第 一 次 回 到 一 个 项 点 时 选 不 在 4 中 的 
边 . 如 果 这 是 第 二 次 退回 到 ww，, 则 前 面 的 论述 说 明了 五 和 五 
沿 着 。 退回 . 没有 另外 的 选择 . 另 一 方面 , 若 内 =R, 则 存在 唯 
一 的 不 等 于 e^ 的 边 指向 R. 这 条 边 必 须 是 ej. 因此 五 和 已 有 
Bs] IK Bb Co; eje R). HAA EE'. 

现在 假设 4 是 一 个 树 形 图 ,E 是 由 A 构造 的 欧 拉 环 游 且 
AEM E f8 SIT RUE BI. id E— (Relyo，…oe FR. 
然 ,e 在 4 中 当 且 仅 当 e 指向 不 同 于 R 的 某 个 顶点 . 现在 ， 
在 从 A 构造 EE 中 除非 = RRA e 也 在 4 中 ,因此 e 
在 4 中 当 且 仅 当 e 指向 不 同 于 RR 的 某 个 顶点 .因此 el 在 4 
中 当 且 仅 当 ei 在 4 P. 

我 们 现在 用 归纳 法 进行 证 明 , 假 定 对 所 有 的 LA e; 
€ APA BAR e; € A'. RAT ME e € A HAH v E 
S vsom E E PE- KEA. 这 一 点 发 生 当 且 仪 当 我 们 在 E 
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rS] ER ES: v 第 二 次 出 现 . 这 最 后 的 条 件 等 价 于 e EA. 
因此 4=4' ,如 所 需要 的 那样 ， 

我 们 得 到 了 什么 呢 ? 我 们 给 出 了 一 全 从 有 向 欧 拉 环 游 到 
树 形 图 的 一 个 映射 上 和 从 树 形 图 到 欧 拉 环 游 的 一 个 映射 g， 
使 1，g 和 g。，f 都 是 恒 等 映 射 .结果 和 g 是 双 射 且 因 此 下 
面 的 结论 成 立 . 

定理 3 在 M(G) 中 有 向 欧 拉 环 游 的 数目 等 于 MGP 
RE R 的 树 形 图 的 数 具 . 

这 个 最 后 的 定理 是 关于 一 个 欧 拉 环 游 的 定向 图 中 欧 拉 环 
游 的 数目 及 图 中 的 树 形 图 的 数目 的 称 为 BEST (de Bruijn, 
Ehrenfest, Smith 和 Tutte) 定理 的 特殊 情况 . 例如 ,可 在 
Berge 的 书 [2 ,定理 4,p. 169] 中 找到 一 个 证 明 . 事实 上 ,那里 
的 证 明 是 这 里 所 给 出 的 证 明 的 一 个 直接 推广 . 


( 刘 桂 真 编译 ) 
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附录 图 的 支撑 树 与 欧 拉 环 游 简介 
刘 桂 真 
1， 图 的 基本 概念 


一 个 图 是 一 个 有 序 对 G— (V,E), 其 中 V 是 有 限 元 素 的 
集合 , 称 为 图 的 顶点 集合 ;E 是 图 的 边 集合 ,E 中 的 每 个 元 素 
是 V 中 两 个 元 素 构 成 的 一 个 无 序 元 素 对 . Be 是 中 的 元 
素 , 由 V 中 的 两 个 元 素 u,v 构成 , 记 作 e 一 xz 我 们 则 说 Y T 
的 元 素 u 和 是 邻接 的 ,并 且说 顶点 w Av 是 边 e Na. A 
一 条 边 有 两 个 相同 的 端点 , 即 e 二 wu, 则 称 它 为 图 的 环 . 车 e 
一 MU 与 €2 = uU 是 E 的 元 素 , 则 称 €1 »€7 是 图 的 重 边 . RIE 
常 画 一 个 图 形 来 表示 一 个 图 . 用 平面 上 的 点 来 表示 图 的 顶点 ， 
用 连接 两 个 点 的 线段 来 表示 图 的 边 . 为 方便 计 , 也 称 这 个 图 形 
本 身 为 图 .例如 ,图 1 中 的 图 有 顶点 
BEV = {vunn Tun WES E= 
leisessesseiotsoes d IB ey =U 101 se 
= Uy V9 9 E3 = UVa 9 E4 = VU 9 C5 = U03 3 
es 二 vav4. el 是 环 ,而 ese, 是 图 的 重 
边 . 也 有 的 教科 书 中 称 上 面 的 图 为 
多 重 图 .图 是 指 没 有 环 和 重 边 的 图 . 图 1 

WG 是 一 个 图 ,由 cm m 
点 和 边 构 成 的 图 称 为 图 G 的 子 图 . EP — ees vei aJ 
图 G 中 的 一 个 顶点 和 边 的 交错 序列 ,使 v; 和 w+ 是 e Bm 
BLASER, MIK P 是 图 G 中 的 一 条 连接 项 点 wm 和 viu ffi 
路 . 特别 地 ,车 v1 二 vi11, 则 称 了 为 一 条 闭 道路 . 阁 卫 蚌 一 条 

133 


闭 道路 且 顶 点 和 边 都 不 相同 , 则 称 它 是 一 个 图 . 例如 ,图 1 中 
的 P = viesvzerviezv3e6v4 是 一 条 连接 vi 与 v 的 道路 ,而 
U1€2Us€5U2€3V| 是 一 个 圈 . X ES G 中 的 任意 两 个 顶点 都 存在 
连接 它们 的 道路 , 则 称 图 C 是 连通 的 .图 1 中 的 图 是 连通 的 . 
对 图 G 中 的 任 一 顶点 v, 用 d GO3Em G 中 以 v 为 端点 的 边 的 
数目 (对 环 计数 两 次 ), 称 它 为 的 次 数 ,在 图 1 中 ,Zu ) 一 5， 
dlo) =3 等 等 . 有 关 图 的 进一步 的 一 些 概念 和 术语 读者 可 参 
见 文献 [1]. 

实际 中 有 许多 问题 可 抽象 为 一 个 图 来 研究 . 例如 , 若 顶 点 
表示 城市 , 边 表示 城市 间 的 铁路 或 公路 ,一 个 图 就 表示 一 个 交 
通 网 络 . 若 顶点 代表 通信 站 , 边 代表 通信 线路 ,一 个 图 就 表示 
一 个 通信 网 络 . 因此 图 的 理论 在 实际 中 有 广泛 的 应 用 . 在 本 文 
中 我 们 将 介绍 在 实际 中 应 用 较 广 的 图 论 中 的 两 个 问题 一 一 图 
的 支撑 树 与 图 的 欧 拉 环 游 . 


2， 图 的 支撑 树 


若 图 G 是 连通 的 有 不 含 图 , 则 称 它 为 一 樟树 . 图 2 中 所 
示 的 图 即 为 一 棵 树 , CA 10 个 顶点 ,9 条 
边 ,上 且 任意 2 个 顶点 之 间 只 有 一 条 连接 它 

们 的 道路 .一般 地 ,我 们 有 下 面 的 定理 . 
定理 1 设 图 G 是 一 棵 树 , 它 有 个 
顶点 , 则 G 有 nn 一 1 条 边 且 任 意 两 个 顶点 

之 间 只 有 一 条 连接 它们 的 道路 . 
图 2 证 明 G 是 一 棵 树 , 则 它 是 连通 的 且 
FERA. 我们 首先 说 明 G 中 至 少 有 一 个 次 
数 为 1 的 顶点 . 否则 ,G 中 每 个 顶点 的 次 数 不 小 于 2. 我 们 从 
任 一 个 顶点 开始 沿 着 G 中 的 边 和 顶点 走 下 去 ,使 走 过 的 边 不 
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重复 . 由 于 每 个 顶点 至 少 有 两 条 边 与 它 相 过 ,这 总 是 可 能 的 . 
但 由 于 G 有 有 限 个 顶点 ,故我 们 必定 能 回 到 某 个 已 经 走 过 的 
顶点 , 即 G 中 含 圈 ,矛盾 . 我 们 对 G 的 顶点 数 用 归纳 法 来 证 明 
G 有 nn 一 1 $i. n=1, BRA RI. BM “一 1 结论 成 立 . 当 
G 及 个 顶点 时 ,由 上 面 的 证 明知 G 中 至 少 有 一 个 次 数 为 1 
的 顶点 v. 从 G 中 去 掉 顶 点 v 及 其 以 v 为 端点 的 唯一 的 边 所 
得 的 图 G' 仍 然 是 一 棵 树 . CE n — 1 个 顶点 . 由 归纳 法 假定 ， 
G'A n—2 条 边 . EG A &—1 条 边 . 由 于 G 不 含 圈 , 易 见 任 
意 两 个 顶点 之 间 必然 存在 唯一 的 一 条 连接 它们 的 道路 . 

从 上 面 的 定理 易 见 树 是 一 个 极 小 连通 图 . 即 去 掉 树 中 的 
任 一 条 边 , 它 就 不 连通 了 . | 

BG 是 一 个 连通 图 . SERGE BACHE RE. S 
则 ,选任 一 条 含 在 圈 中 的 边 e, 从 G 中 去 掉 边 。 得 图 G'. 显然 
GC 仍然 是 连通 的 . ACRE NERA. 否则 重复 上 面 
的 过 程 ,我 们 最 后 一 定 能 得 到 G 的 一 个 子 图 了 ,使 它 是 连通 
的 ,不 含 圈 , 且 与 G 有 相同 的 顶点 集合 . 我 们 称 图 了 为 G 的 一 
述 支 撑 树 , 这 样 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 2 每 个 连通 图 都 有 一 棵 支撑 树 ， 

如 果 能 将 一 个 图 画 在 平面 上 ,使 它 的 任意 两 条 边 除 公共 
端点 外 没有 其 他 交点 , 则 称 这 个 图 为 平面 
A. 例如 ,图 1 和 图 2 都 是 平面 图 . 图 3 不 
是 平面 图 ,因为 找 不 到 一 种 画 法 使 它 的 边 
除 端点 外 不 相交 . | 

在 若干 实际 问题 中 需要 研究 图 中 支 
撑 树 的 数目 .特别 是 平面 图 及 其 与 它 相关 ) 
的 图 中 支撑 树 的 数目 . 在 下 一 篇 文章 中 将 I 3 
详细 地 讨论 这 个 问题 . 
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3. 图 的 欧 拉 环 游 


1736 年 欧 拉 (Euler) 解 决 了 下 面 的 哥 尼 斯 堡 七 桥 问 题 ， 
有 七 座 桥 将 普 莱 格 尔 河中 的 两 个 岛 4 与 D 与 河岸 B,C 连接 
起 来 ,如 图 4 所 示 . 问 是 否 可 能 从 四 块 陆地 中 的 任 一 块 开始 通 
过 每 一 座 桥 恰好 一 次 再 回 到 起 点 . 读者 不 难 通过 试验 摸索 去 
尝试 解决 这 个 问题 ,但 你 将 会 发 现任 何尝 试 都 不 可 能 成 功 . 欧 
拉 指 出 了 这 个 问题 不 可 能 有 解 . 他 将 每 块 陆地 用 顶点 表示 ,将 
每 座 桥 用 连接 相应 两 个 顶点 的 边 来 表示 ,从 而 得 到 了 一 个 如 
图 5 所 永 的 图 . 上 述 问 题 化 为 在 图 5 中 是 否 存在 一 条 过 每 条 
边 恰好 一 次 的 闭 道 路 . 下 面 我 们 给 出 上 述 问题 的 一 般 解 法 . 


aiv. dii 
mc 


图 4 图 5 


一 般 地 ,给 定 一 个 连通 图 G,G 的 一 个 欧 拉 环 游 是 指 G 中 
的 -- 条 过 G 的 每 条 边 恰好 一 次 的 闭 道路 . 显然 不 是 每 个 连通 
图 都 有 一 个 欧 拉 环 游 . 如 果 图 G 有 一 个 欧 拉 环 游 乙 , 它 从 某 
^ Tii v 开始 并 且 在 v 结束 . 我们 从 wv 开始 沿 着 P 经 过 G 的 
每 条 边 恰 好 一 次 回 到 v. 显然 ,每 当 我 们 沿 着 一 条 边 进入 一 个 
顶点 时 ,必须 再 洛 着 以 它 为 端点 的 另 一 条 边 出 来 . 这 样 每 经 过 
一 个 顶点 一 次 ,必须 使 用 两 条 以 它 为 端点 的 边 . 于 是 G 的 每 
个 顶点 的 次 数 必须 为 偶数 .下面 的 定理 说 明了 这 个 条 件 也 是 
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充分 的 . 

定理 3 一 个 连通 图 G 有 一 个 欧 拉 环 游 当 且 仅 当 它 的 每 
一 个 顶点 的 次 数 都 是 偶数 . 

关于 这 个 定理 的 详细 证 明 可 参见 文献 L2j. 在 这 里 我 们 只 
给 出 定理 充分 性 证 明 的 一 个 简单 概述 . 若 图 G 的 每 个 顶点 的 
次 数 都 是 偶数 ,利用 定理 1 中 开始 的 证 明 方 法 易 见 图 C 的 边 
可 以 划分 为 一 些 不 相交 圈 Co Css CL 的 并 . 又 图 G 是 连通 
的 ,每 个 圈 必 定 至 少 与 男 一 个 图 有 一 个 公共 顶点 . 我 们 对 x 用 
归纳 法 来 证 明定 理 . 若 > 一 1, 显 然 ,'C, 是 G 的 欧 拉 环 游 . 着 7 
>1 ,我们 选 一 个 适当 的 圈 , 不 妨 设 它 为 C, fii Co Corn 
C :的 并 构成 的 图 G' 是 连通 的 . 显然 GA SER TR BR CUNT 
是 偶数 . 由 归纳 法 假定 ,G' 有 一 个 欧 拉 环 游 P'LP'S C. 至 少 
有 一 个 公共 顶点 ,不 难看 出 P'S C 一 起 构成 了 G 的 一 个 欧 
拉 环 游 . 

在 实际 中 的 中 国 邮递 员 问 题 就 是 上 述 问题 的 一 个 推广 
ED. 


4， 有 向 图 


如 果 我 们 给 图 的 每 条 边 一 个 定向 , 则 图 G 成 为 一 个 有 向 
图 . 即 在 有 向 图 中 它 的 边 是 顶点 集合 中 的 一 个 有 序 对 , 图 6 中 
所 示 的 图 为 一 个 有 向 图 . 对 G 中 的 一 个 顶点 ,用 dt GO RES 
离开 wv 的 边 的 数目 , 称 它 为 v 的 出 次 ,用 d (v) 表 示 进 入 v 的 
边 的 数目 , 称 它 为 v 的 入 次 . 车 对 G 中 的 每 个 顶点 v 都 有 
d* (vw) 二 d-(v), 则 称 有 向 图 G 是 平衡 的 .下 面 我 们 将 前 面 讨 
论 过 的 支撑 树 及 欧 拉 环 游 的 概念 推广 到 有 向 图 . | 

设 G 是 一 个 有 向 连通 图 ,R 是 G 中 指定 的 一 个 顶点 .G 
的 一 个 根 在 R 的 树 形 图 A 是 指 G 的 一 个 子 图 ,在 不 考虑 边 的 
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方向 时 它 是 G 的 一 棵 支撑 树 , 使 47 (0 —0 且 当 v 关 R 时 有 
d (v)=1. 7 ER 6 中 有 向 图 的 一 个 根 在 尺 的 树 形 图 ， 


Us UV. Us TA 


HB 6 m 


不 难看 出 ,不 是 所 有 的 有 向 连通 图 都 有 树 形 图 , 且 一 个 有 
向 图 可 以 有 不 只 一 个 树 形 图 . 

有 向 图 G 的 一 个 有 向 网 拉 环 游 是 从 G 的 同一 个 顶点 开 
始 并 结束 , 沿 着 与 边 的 定向 相同 的 方向 经 过 G 的 每 条 边 恰好 
一 次 的 一 条 有 向 闭 道路 , 用 与 第 3 节 中 类 似 的 方法 ,读者 不 难 


验证 下 面 的 定理 成 立 , 
定理 4 一 个 有 向 图 G 有 一 个 有 向 欧 拉 环 游 当 县 仅 当 它 
是 平衡 的 . 


表面 看 来 ,一 个 有 向 图 的 树 形 图 与 它 的 欧 拉 环 游 之 间 似 
乎 没有 什么 关系 .但 实际 上 这 二 者 之 间 存 在 着 非常 有 趣 的 联 
系 . 在 下 一 篇 文章 中 将 专门 来 讨论 这 个 问题 . 
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蝴蝶 形 问 题 及 其 推广 ” 


Leon Bankoff 


贿 蝶 形 问题 是 Euclid 几何 经 过 久远 的 年 代 留 存 下 来 并 
且 仍 然 使 人 感 兴趣 的 问题 之 一 ,我 们 把 它 叙 述 如 下 : | 

在 圆 C POLE 1), 过 任 一 纺 ABM AA I, (EER 
MN BIOL. VE ML.ON 5 AB 的 交点 分 别 为 P,Q. 求 证 :PI 
—IQ. 

这 个 问题 的 得 名 是 由 于 它 的 图 形 像 一 只 蝴蝶 . 一 个 好 听 
的 名 字 总 是 容易 引起 人 们 的 注意 . 不 过 我 们 对 它 感 兴趣 主要 
是 因为 从 这 样 一 个 单一 的 问题 可 以 引发 出 几何 证 明 的 诸多 技 
巧 , 并 引伸 出 各 种 推广 或 变 
形 , 下 面 我 们 介绍 它 的 几 种 主 
要 证 法 和 推广 . 


初等 几何 证 法 


(1) 在 图 1 d iwi 
ML,ON 的 中 点 分 别 为 DD， 
E, 3X H ID 和 IE. pA 
AMLI c» AONI, fj ID, IE 
是 这 两 个 相似 三 角形 的 对 应 Bi 
中 线 . 因此 有 “MDI = 


@ 432% The Metamorphosis of the Butterfly Problem”, Math. Maga- 
zine ,60(1987),195~ 210. : 
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ZOEI. 另 一 方面 ,由 于 了 ,D, 居 都 是 弦 的 中 点 ,四 边 形 PD- 
CI,QECI 都 是 圆 内 接 四 边 形 .于 是 有 PDI= Z/ PCI, ZQEI 
= ZQCI. 两 方面 合 起 来 就 有 人 PCI 一 人 QCI, 这 是 因为 
ZMDI, ZOE! 其 实 分 别 就 是 PDT, ZQEIL 现在 易 得 直角 
三 角形 PCI QCI 全 等 . 从 而 有 PI —IQGÉSE ML 或 ON 
的 中 点 恰 与 它们 和 AB 的 交点 重合 ,上 述 证 明 中 的 四 边 形变 
为 三 角形 ,这 时 利用 直角 三 角形 两 锐角 互 余 易 证 得 APCIS 
AQCD. 

(2) 在 图 2 中 ,考虑 AHMK, 
ER FG 和 DE 所 截 ,分 别 交 于 F, 
C,G Al D,C, E, M H Menelaus $E 
理 ( 请 参阅 HH. S. M 考 克 塞 特 和 S. 
L. 格雷 策 著 《几何 学 的 新 探索 ?可 得 


CH GK , FM | 
CK'GM'FH *? 


CH DK .EM | 
CK DM EH ^" 

两 式 相 乘 ,得 

CH? -GK -DK .FM EM _ 

CK? - FH- EH *GM- DM 

因为 FM* EM—-GM* DM, EX 

可 导出 


1. 


CH! FH-EH _ AH-HB 
CK! GK-DK  AK-KB 
(AC + CH)(AC — CH) 
= (AC — ERYCAGC F ČK) 
_ AC! — CH? 
= AC? — CRE 
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化 简 上 式 后 ,可 得 
CH = CK. 


三 角 证 法 
首先 我 们 定义 共 线 四 点 ?了 ,R,M,Q@ 的 交 比 (PRMQ) 为 


MR OR 在 图 3 中 ,利用 正弦 定理 可 以 得 到 


PM _PM/MR  sin/ PAM sin“ RAM 
MR AM/ AM sin MPA/ sin MRA‘ 


PQ  PQjJQR _ sinZ PAQ /sin/ RAQ 
QR  AQ| AQ — sin/QPA/ sin/QRA 


于 是 有 
_ sin PAM /sinP4Q 
(PRMQ) = IRANM/ sinZRAQ 
_ sin PAB | sin“ PAQ 
~ sin BAD sin/QAD' 
类 似 地 有 
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_ PS | PQ sin “PCB | sin ZPCQ 
(PMSQ) = gil OM ~ sin BCD/ sin OCD’ 


对 上 面 两 式 的 右边 反复 应 用 “ 同 弧 上 圆周 角 相 等 ”的 性 质 , 可 


ff 8 (PRMQ)= (PMSQ) HER 17 ^ SR = eap SE Uh 
于 PM=MQ. PRL RQ - MS — PS + RM, 即 有 CRM+M 
Q). MS=(PM+MS) + RM, 4 fi @ MQ+MS=PM-. 
RM. BAR MS —RM. 


用 Candy 定理 的 方法 


蝴蝶 形 问 题 可 以 作为 Candy 定理 的 一 个 简单 推论 得 到 
证 明 . 下 面 我 们 先 证 明 这 个 定理 . | 
Candy 定理 设 O 是 圆 C HK AB 上 任意 一 点 ,过 O 任 
作 两 弦 CD,EF, 连 CF,ED, 它 们 分 别 交 ABT GS H WA 


OA+OB_OB~OA_,, 
OG OH OH oc EA ^. 
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证 明 在 图 4 中 , 记 人 入 CGO, 八 EOH, 人 GOF #1 AODH 
的 面积 分 别 为 4 ,4:,4: 和 A. 记 0B==m,0A=n,OH=p. 
OG —q,0E —a,OF-—b,0€ =c,OD=d,CG=xz,GF=y,EH 
=v 和 HD—z.BHAZC-ZE,ZF-ZDS,$88 ,H 

A, cx A, by A, cq A; bg 


A, av’ A, dz’ A, dp’ A, ap’ 


AA, _ bexy _ beg? 


A,A, adoz adf? 


因此 可 得 出 
q xy AG*GB | (—q(m+q) 
# vz AH+HB (n+ p)m— p) 
mn 一 qlm — n) — q? 
mn — p(mn — n) — p?’ 


化 简 后 得 到 
mn(p — q) = pq(m —n), (OD 
BUS 
OA+OB | OB —OA 
OG .OH | OH — OG’ 
证 毕 . 


在 Candy 定理 中 , 当 了 到 O 为 ABA PAM A R 
形 间 题 ,这 时 m —n 0, FE HL CO X88 p=q, Bl GO=OH. 
如 果 我 们 把 (1) 式 改写 为 
工 一 工 = 工 一 二. o 
q P n m 
用 它 可 以 很 简便 地 解决 下 面 的 三 经 蝴蝶 形 问题 . 
HAPI AB 被 C,D 三 等 分 ,P 是 圆周 上 任 一 异 于 A,B 
的 点 .连接 PD, PC 并 延长 分 别 交 图 于 E, F. 再 连接 EC, FD 
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并 延长 分 别 交 圆 于 G, H. 3X GF ,HE 分 别 交 AB F LLM. E. 
明 ，AL=MB( 见 图 5). 


FR NT FE XT HK GE 和 PF 确定 的 贿 蝶 形 应 用 Candy E 
理 . 沿用 定理 证 明 中 的 记号 , 令 AC=n=1,CB=m=2,CD= 
p=1. 则 由 (2) 式 可 得 LC—4— 2/3. 再 对 由 弦 PE 和 HF 确 
定 的 蝴蝶 形 应 用 Candy 定理 ;同样 可 得 DM —2/3. 最 后 ,因为 
AC= DB ,证 得 AL= MB. 


解析 几何 证 法 

在 图 6 中 ,以 M 为 原点 ,4B 为 x 轴 ,MO 为 y 轴 ,建立 直 
角 坐 标 系 ,其 中 OCo,d) 是 圆 D, BS roo. DS 的 半径 为 一 则 
它 的 方程 可 表 为 

B ,x+y—-d) -r=0. 

过 原点 的 一 对 相交 直线 CD 和 EF 构成 一 条 退化 的 圆锥 

曲线 人 , 它 的 方程 应 有 如 下 形式 
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>, =ar + 2hry + by = 0. 
SRT, AT, 决定 的 圆锥 曲线 族 (*) ,它们 均 过 局 AT. 的 
交点 C,D, 刁 ,下 ,方程 可 表示 为 
2 =A, tU. 

其 中 /为 任意 实数 . 

假设 G) 中 一 曲线 = 0 
交 AB 于 V,W( 见 图 7). 由 于 4B 
的 方程 是 y — 0, 且 2),(x,0) = 
ZX2 十 cd r’, 55,050 一 az, 
VW 的 横 坐 标 是 方程 > (x,0) 
= o WAR, 即 

ki + d? — r?) +lar =o 

的 根 . 这 个 方程 中 没有 一 次 项 ， 
由 韦 达 定理 ,其 两 根 之 和 为 0, 即 ms 


4 MV + MW — 0. 于 是 ,VM = 
MW. 这 个 结论 对 (3) 中 任 一 曲线 均 成 立 . 直线 对 ED,CF 属于 
(s), 故 有 PM 二 MQ. 证 毕 . 
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直线 对 CE.DF 也 属于 《s), 记 它们 与 AB 的 交点 分 别 为 
Q ,P , 则 亦 有 P'M-—MQ' ORE 6). 

一 般 地 ,假设 DP, 是 一 个 圆锥 曲线 ,其 方程 为 

>), = Aa? + 2Hay + By! + 26x + 2Fy +C — 0. 
沿用 前 面 的 记号 ,有 

3,0) = kCAz* + 2Gz + C) + lax’, 

设 A,B 的 坐标 分 别 是 (一 a,0), (a,0), 则 有 2),( 一 a ,0) = 
> Ce,0) = 0, 由 此 导出 G = 0. 于 是 在 方程 >)(z,0) = 0 
没有 一 次 项 证 明 的 其 余部 分 如 前 所 述 ,这 样 我 们 就 解决 了 下 
T GS > SC OY BR JE J A : 

设 EAER, MÆ D 的 弦 AB pyp CD, 
EF 过 M. 另 一 圆锥 曲线 过 C,D,E,F, 交 AB 于 V,W. 求 
证 VM=MW( 见 图 7). 


(李世杰 编译 ) 
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黄金 分 割 
玛 格 丽 特 ”W. 马克 斯 非 尔 德 

我 们 的 研究 从 一 个 值得 注意 的 事实 开始 : 在 一 个 圆柱 体 
中 ,内 接 圆锥 的 体积 恰好 是 圆柱 体积 的 三 分 之 一 那么 ,怎样 
把 余下 的 部 分 一 分 为 二 ,使 圆柱 体积 平分 为 三 呢 ? 如 图 1 所 
zm: 在 圆柱 内 作 一 个 圆 台 , 它 包 含 圆锥 在 内 ,并 且 使 得 圆 台 的 
体积 等 于 圆柱 体积 的 三 分 之 二 . 换言之 ,用 一 个 圆锥 的 侧面 、 
一 个 圆 台 的 侧面 把 圆柱 的 体积 三 等 分 . 圆 台 的 大 底面 是 圆柱 、 
圆锥 的 共有 底面 , 圆 台 的 小 底面 在 圆柱 的 另 一 个 底面 上 、 且 包 
含 圆锥 顶点 在 内 , 我 们 要 确定 的 是 圆 台 的 小 底面 和 圆柱 底面 
相 比 的 收缩 因子 (相似 系数 ). 当 你 最 终 发 现 收缩 因子 是 多 少 
时 ,希望 你 能 分 享 我 的 惊奇 和 喜悦 . 


图 1 


这 一 结果 适用 于 一 般 柱 体 的 任何 内 接 锥 体 ,例如 ,内 接 于 
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BERE UA Be HE 30 HE BORE OR BERR HE EK IL 
hoa a RR A A OF MOA 


(frustum) ,其 体积 可 以 用 高 <, 大 底面 中 基本 
元 素 (半径 、 直 径 或 者 边 ) 的 长 R, 以 及 相似 小 
底面 中 基本 元 素 的 长 > 三 者 来 表示 . 为 了 导 CITY 
出 公式 ,我 们 把 平 截 头 台 画作 一 个 实心 锥 (全 
锥 体 ) 被 平行 于 底面 的 平面 截 去 一 个 “ 顶 锥 ” 
而 得 到 的 (图 2). 
大 底面 积 与 基本 元 素 的 长 REYRE 
比 , 即 为 KR. 大 锥 体 的 高 为 顶 锥 高 与 平 截 
头 台 高 a 之 和 , 即 为 hta.R/r=(ht+a)/hs 图 2 
由 此 导出 公式 h=ar/(R 一 站) 以 及 hh 十 a 二 aR/ 
(R 一 7) ,因此 , 平 截 头 台 的 体积 》 
KR: (h + a)/3 — Krih/3 = Ka(R’ — r°)/3(R — r) 
= KaCR? + Rr + r°)/3. 
由 三 等 分 条 件 , 它 是 圆柱 体积 的 三 分 之 二 
KaR? + Rr 十 r?)/3 = (2/3) KR'a 
出 此 得 
. R — Rr — r! = 0. 
用 RC 去 除 方程 的 两 边 , 即 得 + 与 尺 之 比 所 满足 的 二 次 方 
程 二 + 一 1 一 0. 它 的 正 根 恰好 是 著名 的 “黄金 分 割 " 数 6 一 


AB aco, 618, 这 就 是 我 们 所 求 的 将 大 底面 上 的 线性 尺度 
化 为 小 底面 上 的 对 应 尺度 的 收缩 因子 


(Rite RAVE ESTO 
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a] 


[2] 


2 X x B 
Verner E. , Hoggatt Jr. , Fibonacci and Lucas Numbers, Houghton Mifflin 
Company 1969. 


Garth E. , Runion, The Golden Section and Related Curicsa, Scott Fores- 
man ,1972. 
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Fourier 十 七 线 问 题 ? 


B. Turner 


著名 数学 物理 学 家 J. Fourier 青年 时 代 在 写 给 他 的 老师 
和 朋友 C. L. Bonard 的 一 封 信 中 提出 下 面 这 样 一 个 几何 组 合 
问题 ,“ 如 何在 同一 个 平面 上 作 17 条 直线 ,使 它们 总 共 恰 好 有 
101 个 交点 ? 其 中 每 条 直线 的 两 端 可 以 无 限 延伸 ,而 每 个 交点 
只 属于 两 条 直线 ”我 们 称 它 为 Fourier 十 七 线 问 题 . 由 于 直 
线 的 数目 比较 大 ,用 直接 作 图 的 办 法 很 不 容易 找到 解答 . 
Fourier 建议 从 考虑 一 般 情形 入 手 , 即 在 同一 个 平面 上 作 条 
直线 ,使 它们 总 共 恰 好 有 m 个 交点 ,其 中 的 每 个 交点 只 属于 
两 条 直线 .我们 简称 为 Fourier 问题 . 

对 于 同一 平面 上 的 ”条 直线 ,如 果 它 们 两 两 相交 , 且 每 一 
交点 只 属于 两 条 直线 ,所 得 到 的 交点 数 应 是 最 大 的 . 这 时 第 
条 线 上 有 (nn 一 1) 个 交点 ,把 它 移 去 , 别 的 任意 一 条 线 和 剩 下 的 
线 必 有 (n 一 2) 个 交点 ,以 此 类 推 ,得 到 交点 数 的 最 大 值 应 是 

(一 1) 十 人 一 2) 十 …… 十 1 一 (一 1)272. 
当 n=17 时 ,最 大 值 是 136. 

如 果 交 点 数 不 是 最 大 值 , 则 其 中 有 些 线 必 须 平行 ,因为 
Fourier 规定 每 个 交点 只 属于 两 条 直线 . 因此 ,要 使 17 条 线 只 
有 101 个 交点 , 则 必须 有 35 对 平行 线 . 但 如 果 每 组 平行 线 只 
许 有 两 条 直线 的 话 , 这 个 问题 就 没有 解 . 如 果 把 101 RM 


®© 译 自 “B. Turner, Fourier! s Seventeen Lines Problem”, Math. Magazine, 
§3(1980) ,217~219. 
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131, 则 问题 有 解 . 答案 是 5 对 平行 线 另 加 ?7 条 别 的 直线 , 如 果 
每 组 平行 线 的 线 数 可 以 大 于 2, 则 Fourier 十 七 线 问 题 有 解 . 
例如 , 作 三 组 线 数 分 别 为 5,5,6 的 平行 线 再 加 一 条 别 的 直线 ， 
它们 就 有 101 个 交点 (图 ia). 


x 


meea 上 EH 


IN 


图 1 Fourier 十 七 线 问 题 的 四 个 解 


一 般 地 ,如果 平行 直线 的 总 数 为 户 隶 属于 有 个 不 同 的 平 
行 线 组 ,各 组 的 线 数 分 别 为 host shitjet TAa , 
则 交点 数 m 应 为 
m —j,j t Gi + gadis bn + Gi; + Ade AA 
a Dn QG- Oj 
+ [ 2 2 | 


其 中 最 后 一 项 是 非 平行 线 上 的 交点 数 ,利用 条 件 7 一 户 十 … 
+ jd fij E58 ,我们 得 到 
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(n—1mn | aa DÀ C, — Da 
2 m—3 c7 3 


+ see 


(1) 


此 式 给 出 Fourier 问题 有 解 的 一 个 必要 条 件 : 交点 数 的 最 大 
fl (n—1)n/2 与 指定 值 ”的 差 可 以 表示 为 若 于 个 三 角 数 的 
fi. (1) 式 中 的 三 角 数 (一 1)j:/2 有 这 样 的 几何 意义 : 一 个 有 
Ji 条 线 的 平行 线 组 使 交点 总 数 减 少 (J; 一 1)j;/2. 
现在 Fourier 十 七 线 问 题 变 成 求解 方程 
Gi = DA | G: — Dh Gi — DA _ 
2 2 2 


Gi — D 
tw . 


十 … 十 


Kp Ac Ado AST. 显然 ,如 果 只 有 一 组 或 两 组 平行 线 ， 
则 问题 无 解 ,因为 35 既 不 是 三 角 数 也 不 是 两 个 三 角 数 的 和 . 
为 此 我 们 先 找 出 小 于 35 的 全 部 三 角 数 . 它们 是 1,3,6,10， 
15,21 和 28( 分 别 对 应 于 线 数 记 ==2,3,4,5,6,7 和 8 的 平行 线 
A). 再 用 (2) 直 接 验 算 , 结 果 发 现 Fourier 十 七 线 问题 有 四 个 
解 ,其 中 有 两 个 解 使 用 三 组 平行 线 . 图 1(a) 是 一 个 解 , 另 一 个 
解 用 三 组 线 数 分 别 为 2,4 和 8 的 平行 线 外 加 3 条 别 的 直线 
(图 1(b)). 还 有 两 个 解 使 用 四 组 平行 线 ,其 中 一 个 用 线 数 分 
别 为 2,3,3 和 8 的 平行 线 组 外 加 一 条 别 的 线 (图 100005 — 
个 用 线 数 分 别 为 2,3,5 和 7 的 平行 线 组 (图 1(d)). 这 是 唯一 
的 一 个 只 用 平行 线 组 构成 的 解 . 


《李世杰 编译 , 朱 学 贤 校 ) 
参考 文 B 


J. Herivel, Joseph Fourier, The Man and Physicist, Clarendon Press , Oxford, 
1975. 
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椭 贺 的 反射 性 质 


W.C. Schule 和 C. G. Moore 


反射 性 质 是 椭圆 的 一 个 十 分 重要 及 引起 广泛 兴趣 的 性 
质 . 但 是 ,在 这 一 性 质 的 证 明 中 涉及 的 计算 常常 是 比较 繁琐 
的 ,本 文 用 导数 给 出 一 个 简洁 的 证 明 以 维 读者 . 我 们 的 证 明基 
于 一 个 极其 简单 但 非常 有 用 的 公式 ，; 
FP=a— ex , (1) 
其 中 的 FP 是 从 椭圆 在 x 轴 的 正 半 轴 上 的 焦点 下 到 椭圆 上 
的 点 P(z,y) 的 距离 , 见 图 1. 


由 熟知 的 关系 式 
x? 


2 - c 
万 十 站 二 1， E +e =g’, Ge 


© A H “Reflections on the Ellipse”, Math. Magazine, 60(1987) +3, 167 
7-168. 
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很 容易 推 得 公式 (1). 具体 做 法 如 下 ( 见 图 1): 
(FP) = (zr —c)? + y 


Loy 2 2 x 
— c 2cz +e +6(1- 4] 
a 


i 


b 
1- Sato aor + ot + 68 


c? 
"I — 2aex + a’ 


I 


= ez! - aera . 

= (a 一 ex). 
两 边 开 方 即 得 (1) 式 ,因为 exa Heci 变换 c 的 符号 ,同样 
的 方法 可 以 证 得 

FiP=a+ ex, (2) 
其 中 F' 是 椭圆 在 x 轴 的 负 半 轴 上 的 焦点 , 当然,(2) 式 也 可 以 
利用 公式 FP--F'P —2a 得 到 . 
. 还 可 以 注意 到 : 如 果 熟 悉 椭 圆 的 焦点 与 准 线 之 间 的 关 
系 , 即 FP/PD=e, 则 关系 式 (1) 将 更 容易 推 得 . 因为 | 
(a — c)/(d —a)—e, 
可 得 
d — afe, 

所 以 有 


FP = ePD = e(d — x) =a — ex. 
类 似 可 得 F'P-—a-rez. 
反 过 来 ， COSE HN HBR IIR 
实际 上 ,只 要 令 
d = afe, 
则 有 


154 


FP =a — ex = ed ! ex = ePD. 
现在 ,我 们 来 推导 椭圆 的 反射 性 质 . EP Ge yo) FE APH UI 
上 的 任意 一 点 ,RR' 是 过 该 点 的 一 条 切线 , 现 要 证 明 
ZFPR! = ZFPR. 
椭 贺 上 过 PCz。,yo) 的 切线 方程 是 (利用 求 导 ) 


LX 
ae + = l, 
由 此 推 得 R 点 的 坐标 是 (az/zo,0) 刺 用 e=c/a 可 得 
a? 1 a a 
FR =.— — c = > (a 一 aezo) = —(a — ex) = —FP, 
To To To To 


(3) 
2 
FIR = È +c = qq + aez) = (a tem) = E FP. 
Xo Xo Xo Xo 


(4) 
其 中 分 别 用 到 了 (1) 和 (C2). 在 人 FRP (P ol RES EES 


虑 到 (3) ,得 
. F Rsina a  FPsina a. 
sing = = . = 


FP Zo FP 

类 似 地 ABAF RP FIFRA ,得 
F'Rsina a ,FPsing a 
FP m F'P Lo 
于 是 ,sing=siny. 又 因为 0<0+9 «x. HU 0— p. 遂 得 所 证 . 


sin? = sin(x — 0) = sino, 


( 刘 容 光 编 译 , 朱 学 贤 校 ) 
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Desargues 定理 的 一 个 应 用 
约 输 ， 麦 克 莱 里 

射影 几何 最 精彩 的 一 个 结果 是 : 

Desargues 定理 ”如果 两 个 三 角形 从 一 点 看 去 成 透视 ， 
那么 ,它们 的 对 应 边 延 长 线 的 三 个 交点 必定 共 线 . 

本 文 目 的 是 用 Desargues 定理 证 明 欧 几 里 得 几何 中 著名 
的 三 圆 定理 [2,p1151. 射影 几何 与 欧 氏 几何 的 内 在 联系 ,使 
Desargues 定理 经 过 适当 的 变形 ,就 成 为 证 明 欧 氏 几 何 定理 
的 有 力 工具 ,这 一 事实 早 被 法 国 几 何 学 家 Poneelet 3 15$ 
HR. 

三 加 定理 已 知 三 圆 在 同一 平面 上 互 不 相交 ,互相 外 离 ， 
且 半 径 互 异 ,那么 ,三 对 外 公 切 线 的 三 个 交点 必定 共 线 . 

证 明 如 图 1 所 示 , 令 A,B,C 为 三 圆 中 心 ,首先 注意 圆 

考虑 落 在 三 角形 ABC 外 面 的 三 条 外 公 切 线 两 两 相交 得 
到 的 三 角形 A4'B'C', 设 P 与 Q@ 表 示 中 心 在 A 点 的 圆 在 直线 
A'B 55 A'C' 上 的 切 点 ,那么 三 角形 AAP 与 44'Q 是 全 等 的 
直角 三 角形 ,因此 ,44' 平 分 角 BAC. 

同 理 ,BB' 和 CC' 也 是 三 角形 4 BC 的 角 平 分 线 , 但 一 个 
三 角形 的 角 平 分 线 共 点 ,所 以 ,44' BB! S CCT EE — 58 I. Hh 
此 立即 得 三 角形 ABC 与 A B'C' 关 于 点 了 成 透视 ,因此 ,由 
Desargues 定理 ,X,Y MZ = AIR. 

还 有 一 个 由 另外 三 条 外 公 切 线 相交 而 成 的 三 角形 落 在 三 
角形 ABC 内 部 ,读者 利用 它 , 也 能 得 到 定理 的 证 明 . 当 外 部 
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图 1 


三 角形 退化 时 ,可 以 用 内 部 三 角形 证 明定 理 . 再 进一步 ,引入 
内 公 切 线 代 替 外 公 切 线 ,可 以 导出 新 的 共 线 性 质 ,例如 , 取 两 
对 内 公 切 线 与 一 对 外 公 切 线 的 交点 即 可 . 恰当 选择 相交 切线 ， 
使 上 述 证 明 中 的 理由 成 立 , 对 应 点 的 共 线 即 可 用 Desargues 
定理 得 到 证 明 . 


CRER ERR BRB) 


参考 文献 
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怎样 证 明 三 角 学 中 的 恒等式 " 
M.S. Klamkin 


我 上 中 学 时 ,老师 不 允许 学 生 简 单 地 通过 证 明 A— B=0 
来 证 三 角 恒等式 4 三 B, 而 必须 把 4 演变 成 B 或 把 B 演变 成 
A. 这 种 限制 是 没有 道理 的 ,因为 人 们 总 可 以 把 4 写成 A= 
(A~B)+B 的 形式 ,然后 只 须 证 得 A— B-—0. 尽管 建立 各 种 
三 角 恒 等 式 对 我 是 一 件 很 有 兴趣 且 富 于 竞争 性 的 工作 ,但 许 
多 学 生 对 于 这 类 问题 感到 困难 ,因为 他 们 从 未 学 过 处 理 此 类 
问题 的 方法 . 利用 这 里 介绍 的 算法 ,学 生 们 会 对 解 这 些 问题 感 
到 有 和 较 少 的 困难 . 此 外 ,这 类 恒等式 能 通过 个 人 计算 机 来 验 
证 ,如 果 机 上 已 备 有 符号 演算 软件 的 话 ( 这 些 软件 现在 已 有 ， 
见 [6]. >. 

证 明 ABE 的 基础 是 如 下 的 事实 : 每 个 单 变量 的 三 
角 多 项 式 的 恒等式 Post, sind) &0 是 cos20 十 sin20==1 的 推 
ib. 对 此 ,Magid9 给 出 了 一 个 抽象 代数 的 证 明 , 它 是 为 配合 
大 学 生 的 抽象 代数 课 而 提出 的 . 后 来 ,为 了 使 这 个 结果 更 加 易 
于 理解 ,Dobbs'* 给 出 了 一 个 较为 初等 的 证 明 . 我 们 在 这 里 简 
化 Dobbs 的 证 明 , 给 出 他 的 方法 的 一 个 变形 ,并 在 最 后 给 出 
几 个 推广 的 结果 . 

单 变量 的 三 角 恒 等 式 


Dobbs 证 明 的 实质 是 : 若 含 有 两 个 变量 C 和 S 的 多 项 


© 编译 自 “On Proving Trigonometrie Identities”, Math. Magazine, 56 
(1987) ,215~ 220. 
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X P(C,S) d iE CHS —1 的 所 有 实数 C,S 都 为 零 , 则 
P(C,S) = (CŒ + $* —1)Q(C,S), (1) 
AP Q 也 是 含有 C,S 的 多 项 式 .为 了 证 明 (1),Dobbs 将 
P(C,S) 看 作 是 一 个 变量 C 的 多 项 式 ,并 用 C 的 二 次 式 CU 
8 一 1 去 除 ,由 单 变量 C 的 多 项 式 带 余 式 除法 得 到 POC S= 
(7+S8?—-1)Q(C,S)+ACS)C+B(S) EPA BES 的 多 
项 式 . 这 样 , 由 C^ -S*—1—0 就 推出 
A(S)C + BCS) e Q0. (2) 
现在 我 们 来 简化 Dobbs 证 明 中 的 余下 部 分 , 那 就 是 证 明 4CS) 
和 B(S) 都 恒 等 于 0. 如 果 C? 十 S?==1, 那 么 由 (2) 得 出 ,对 满足 
—1«5«1HBM BP S.A 
AG) /1—8 HRS) =0, © 
— ACS) V1 = S + B(S) £0; 
由 此 
AG) /£1— S? = B(S) = 0. 
AA ACSA BCS) do S 取 无 穷 多 个 值 时 都 等 于 0 的 多 项 
式 , 所 以 它们 都 必须 各 恒 等 于 0( 这 可 由 代数 基本 定理 的 一 
推论 推出 )， 
ACOR BCS) Wa SF 0 的 这 一 事实 ,为 学 生 们 提供 了 
几 个 验证 多 项 式 三 角 恒 等 式 的 算法 (通过 手 算 或 计算 机 的 符 
号 演算 ). 现 介绍 如 下 : 假定 我 们 要 证 明 的 三 角 人 恒等式 已 表示 
为 P(C,S)=0 的 形式 ,其 中 C=cosz,S 三 sinz( 如 果 恒 等 式 
是 cosz,sinz,ctgx,tgz,csca 和 secz 的 有 理 函 数 , 就 先 作 下 
列 代 换 ， 
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1 
CSCr = — —, seca = 一 一 ， 
sint COSI 


再 通过 乘 以 最 小 公分 母 ,把 所 得 的 C S 的 有 理 函 数 变换 成 
EHAR. ). 

FÈ I (Dobbs) 将 多 项 式 整 理 成 关于 变量 C 的 标准 形 
式 | 
P(C,S) = ACC" + A.GDC + + + AG, 
再 用 CC 十 S? 一 1 KR. 如 果 P(C,S)=0 是 一 个 恒等式 , 那 就 
将 没有 余 项 ,了 且 反之 亦 然 ， 

方法 总 可 以 用 C 和 5 的 奇 函 数 和 偶 函 数 把 PCC,S) 
表示 为 如 下 多 项 式 形式 : 

P(C,S) =F(C?,S?) + G(C*,8*)C + H(C?,S*)S 

十 HC SDCS. 
如 前 所 述 ,P(C,S) 三 0 的 充 要 条 件 (为 什么 ) 
F(C?,S*) 20, G(CtS?) =0, 
H(C?,S’) 0, I(C?,S?) = 0. 

对 这 四 个 函数 的 每 一 个 我 们 应 用 方法 工 . 用 不 同 奇 个 性 的 函 
数 将 已 拆 开 是 容易 做 到 的 ,并 且 可 化 简 随 后 要 做 的 代数 除 
法 ， 

方法 四 这 里 用 1 一 59? ARE C? ,并 证 明 FOS, S’), 
GQ—S?,S:),H(U 一 S$:,S?),I(1 一 S?,S?) 的 每 一 个 都 恒 等 于 
0. 这 可 以 这 样 来 做 :展开 下 (1 一 S2,S2) 等 各 函数 并 以 次 数 递 
减 或 递增 的 顺序 整理 各 项 ,然后 判定 S" 的 每 个 稀 的 系数 为 
0. 

不 一 定 要 把 P(C,S) 作 如 前 一 样 的 全 部 变形 ,我 们 也 可 


O 代数 基本 定理 是 每 个 复 系数 多 项 式 必 有 一 复 根 . 
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以 表示 为 
P(C,S) = F, (œ, S) + G,(C7,S)C, 
RA 
P(C,S) = F,(C,S*) + G,(C,S8*)S, 
然后 再 按 前 述 办 法 处 理 . | 
例如 ,考虑 恒等式 
4cosr + (1 + sinz)? + esexcos?x(1 + 2escxcosx) 
+ secxsin’x (seczsin’x + secxsinz + 2) 
= secxr(2csc'r + secxrcscer + secz). 
用 cosx 和 sinz 表示 其 中 所 有 的 函数 ,并 以 C=cosz,S=sinz 
把 它 转换 为 多 项 式 , 此 时 恒等式 变 为 
(C*S* (1 + S H S — S?) + 2C(C* + CS 4+ S* — 1] 
4-S(C* + 2C°S? + $5 11 — 0. 
W1-S 替换 上 式 三 个 花 括 号 中 的 C ,就 可 得 到 每 个 花 括 号 
中 的 表达 式 都 便 等 于 0, 例 如 
(1 — SEa + S*) tS S 
一 92( 一 5) 十 9 一 人 一 0. 
这 就 证 明了 原来 的 三 角 恒 等 式 成 立 . 


多 个 变量 的 三 角 恒 等 式 


作为 (1) 的 推广 ,我 们 将 证 明 , 如 果 P(cosA,sinA,cosB, 
sinB) —0 是 一 个 多 项 式 三 角 恒 等 式 ,那么 多 项 式 PC,S,C,, 
S, TEX: 
P(C,8,C,,8,) =(C? + S? — DQ(C,S,C,,8) 
+ (C +S? —1)RC,S,C,,8;) (3) 
EHQ ARENDE C, S, C, S 的 多 项 式 . 如 前 一 样 ， 
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由 多 项 式 的 带 余 式 除法 知 
P(C,8,C,,$) =(C? + S? — DQ(C,5,C,,5)) 

+ ACS,C,,S,)0C + BCS,C,,5,). 
因为 如 果 CES C18 CHS =N PSF 0, HF ACS, 
Ci S0C-- BG C, S, WSF 0. 然后 再 根据 以 前 同样 的 
理由 ,4 M B Ley 0. 仍 再 如 前 述 ,这 又 意味 着 ARR D 
可 被 Cf 十 5 一 1 整除 ,由 此 给 出 了 所 需 的 结果 (3). 这 样 我 们 
就 得 到 了 一 个 用 来 建立 形 如 PCS, CS) —0 的 恒等式 的 
Wk. 首先 将 C? 十 S: 一 1 去 除了 得 到 余 式 

ACS,C, ,S,)C + BGS,C,,54). 
然后 对 每 一 个 多 项 式 4 和 B, 由 于 CHS = AEN 
一 项 S"(r==0,1,…) 的 系数 (它们 是 含 C,,S: 的 多 项 式 ) 必 为 
0. 这 些 可 和 讨论 一 个 变量 的 多 项 式 三 角 恒 等 式 的 情形 同样 证 
明 . 此 外 ,我 们 也 可 用 类 似 于 方法 的 方式 来 处 理 . 
由 几何 中 的 三 角形 恒等式 可 得 到 两 个 变量 的 三 角 恒等式 
的 大 量 例子 . 例如 ， 


tgr 十 tgy + tgz = tgztgytgz, (4) 
sinz + siny + sinz = 4cos 05 cos E ， (5) 


sin*xcos(y — z) + sin?ycos(z — x) + sinizcos (x — y) 
= 3sinzsinysinz. ‘ (6) 
以 x 一 x 一 y 代 z, 上 述 恒 等 式 变 为 
sing , siny  sin(z + y) 
cosr cosy cos(x + y) 


sinz  siny . sin(x + y) 


一 一 PEE (4)! 
cosr cosy cos(r+ y) 
sinz + siny + sin(x + y) = 4cos 7 cos jsin = + X 
(5)' 
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sin? (x + y)cos(r — y) — sin?xcos(2y + x) 
— sin?ycos(2x + y) = 3sinzrsinysin(a + y). (6)' 
这 里 为 了 使 用 我 们 的 算法 来 证 明 它 们 ,必须 先 把 这 些 恒等式 
转换 为 以 变量 C=coskx,S=sinkx,C; —cosky, S, —sin&y 的 
多 项 式 等 式 , 这 里 要 做 适当 的 选择 . 为 此 ,我 们 还 需 用 到 另 
外 的 公式 , 即 
sin(x + y) = sinxcosy + sinycosz, 
cos (x + y) = cosxcosy 一 sinxsiny. 
通常 这 并 不 是 一 个 有 效 的 方法 ,但 至 少 是 直接 可 行 的 . 例如 ， 
通过 把 项 数 做 适当 的 组 合 ,(4)' 就 变 得 简单 多 了 . BI 


sing , siny — sinCr + y) sinzsiny 
cosr ' cosy  cos(z + y) cosrcosy|' 


于 是 
sin(x + y) _ sin&x + y) , cos(z + y) 


cOSxcosy cos(x + y)  coszcosy ` 
HOAR k H 1/2, 有 
2SC + 28,C, + 2(SC, + S,CY(CC, — SS.) 
= 4CC,GC, + SC)， (5)" 
T GO" HLA 
SC — S? -C S,6,0 一 3 — C? = 0. 
58 — BF COO SEE e CR BUS 1) 变 为 
S*CC* + 3S°C2S C3 J-38C*S!C1 - C*S1C, --S*S,Ci 
--3S*CS!C!-- 3S*C*S1C, J-SC^S1 — 28'CC1--S*C 
| -28*C,8, — 2C! 1C, + SIC, -2SCS1 
—35'8,C;--3SS1C. (6)” 
为 了 建立 (6)", 只 要 以 1 一 S? 替代 Ci( 但 不 替代 CO 1-S? E 
代 C( 但 不 替代 C) ,每 一 项 就 都 消 掉 了 . 然而 ,通过 拆 分 偶数 
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项 和 奇数 项 ,(6)" 也 能 像 前 边 一 样 记分 为 几 个 子 恒等式 , 这 可 
由 P(C,S ,CS) 表 为 如 下 形式 来 证 明 ， 
P(C,S,0C,8) = Q(C?,8,0,,8) + RC,S,C,,8)0C 
zQQCs,Cl,S, +.Q,(C?,8,C7,8,)C, 
OQ ,S,CHS) + RIOG?,S,CL,S)COC. 
同 前 一 样 ,对 于 CHS —1 及 C? 十 5 一 1, 就 有 各 个 QQ R 
和 R: 必然 等 于 0. 
在 (6)" 中 ,没有 哪 一 项 含有 CC? (8-1 s Cn CTU 
〈 奇 - 奇 ) 形 式 的 因子 . 对 含有 奇 - 偶 或 偶 - 奇 的 项 , 除 以 公 因子 
后 ,分 别 有 
S2C4 十 3C2S3C3 十 3S2S3C3 + C2S4 
— 28°C} + S! + 281 一 3S}, 
S1C* 一 3C2S*C? + 3S15'C* + CiS* 
— 28!C! + S? + 28* — 38", 
它们 是 等 价 的 表达 式 .以 TI 一 8 4 C AL I-SIRC a 
者 都 恒 等 于 0. 
我 们 不 仅 能 把 三 角 恒 等 式 化 成 形 如 PC(C,S,Ci,S1) 一 0 
的 多 项 式 恒 等 式 , 而 且 这 个 过 程 也 可 以 颠倒 过 来 ,这 是 得 到 各 
种 三 角形 恒等式 的 一 个 无 穷 无 尽 的 源泉 , 首先 设 Ci 二 cosxi， 
S,—sinz;,i—1,2,3,XX Ħ® Lis L29 L3 是 一 个 三 角形 的 三 个 为 
fg. 因此 ,zi 十 Tz 十 xX; 二 To 是 
C, = 8,8, — CiCs, C, = S283 — C,C,, Cs = SS, 一 CL, 
Sa = SiC, + S,C,, S, = SC + SCi $2 = SC, + SCs. 
(7) 
现在 我 们 以 两 个 任意 多 项 式 玉 和 G 开始 来 给 出 恒等式 
PQ,,8,C,,8)) = (C4 AS} — DFQOSSoCo$2 
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+ (C3 + $$ — D6(QG,,8,,C,,5,) = 0. 
最 后 ,只 需 用 (7) 中 相应 的 式 子 代替 (CY 十 S? 一 1) 或 (G3 十 S32 一 
1) 中 的 部 分 或 全 部 变量 Ci,S1,Ci,S;, 上 述 恒等式 不 是 循环 
的 ,但 是 如 果 我 们 要 求 它们 是 循环 的 , 则 我 们 只 要 写 
(Ci + S! — DF,(Q,,8,,C,,5) 
+ (CE + S? — DFQC,C,0,,8) 
+ (Ci + S? — 1)F3(C,,8,,C2,S,) = 0 
等 等 . 作为 特例 ,有 
Dd) {C52Cs + SC)? + (S283 — CC 一 1} 
x {6:8 + (CCX + 1)=0. 
其 中 求 和 号 是 对 S1,S;,S;,C1,Cz,Cs 循环 取 值 来 求 和 . 
因子 分 解 结果 的 推广 

假 车 P(x,y) 和 Q(z,y) 是 含 两 个 变量 的 多 项 式 ,对 于 无 
限 多 个 数 对 (zi,y,) ,它们 的 值 均等 于 0, 那 么 这 两 个 多 项 式 必 
有 一 个 公共 的 多 项 式 因 子 . 这 个 结论 可 从 一 个 已 知 的 结果 [3， 
p. 210] 推 出 来 ,但 它 也 可 用 关于 两 个 变量 的 多 项 式 的 最 大 公 
因 式 的 算法 给 以 证 明 . 

定理 1 假若 P(z,y) 和 Q(Cz,y) 是 两 个 互 素 的 多 项 式 ， 
则 仅 存 在 有 限 个 数 对 (Cz,y) 使 P 和 QQ 都 等 于 零 . 

此 定理 的 几何 意义 是 ， 两 条 平面 代数 曲线 PCz,y) —0, 
Q(zr,y) 二 0, 车 当 它们 有 无 穷 多 个 交点 , 则 它们 就 必 共 有 一 条 
完整 的 代数 曲线 . 至 于 定理 1 中 的 确切 的 数 对 (x;,y;) 的 个 
数 ,有 如 下 定理 ; 

Bezout 定理 如 果 互 素 多 项 式 P(z,y) 和 Q(z,y) 的 


@ 这 是 代数 几何 中 的 一 个 基本 定理 . 
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KBD EIE m KA SX ME P AQ MSF 0 (sca sc d 
交点 (zyi) 的 个 数 ( 按 重 数 计算 ?是 mn. æ 

由 Bezout 定理 可 导出 如 下 三 个 结果 : 

(iD 方程 zx 十 y 一 0 和 x 十 六 ==0 仅 在 点 (0,0)( 作 二 重 计 
数 ) 同 时 成 立 . 

为 了 理解 二 重 根 ,可 考虑 直线 z 十 y= 二 0 AB ty =r 
的 交点 , 当 一 0 时 两 交点 趋 于 重合 ,所 以 是 二 重 交 点 . 

(ii) 两 条 二 次 曲线 至 多 交 于 4 个 实 交点 . 

Git) WESE n WE (OU 4) ARP FT B 
圆 , 则 该 椭圆 为 这 个 x 边 形 的 外 接 圆 ( 或 内 切 圆 )， 

如 若 不 然 , 这 枯 圆 与 这 个 外 接 圆 (或 内 切 ( 栏 ) 圆 ) 的 交点 
数 至 少 是 ”由 (ii) 可 知 这 是 不 可 能 的 .对 ”一 4 的 情形 ,可 证 
明 对 于 任何 一 个 真 椭圆 存在 唯一 的 一 个 内 接 ( 或 外 切 ) 正 方 
形 . 

定理 1 的 一 个 直接 推论 如 下 : 

推论 设 P(z,y) 和 Q(z,y) 是 含 两 个 变量 的 多 项 式 , 且 
Q(z,y) 不 可 约 (在 复数 域 上 ). 如 果 己 在 使 Q 等 于 0 的 所 有 
点 (zy) 上 ( 实 的 和 复 的 ) 等 于 0, 则 久 是 书 的 一 个 因子 . 

这 个 推论 对 有 两 个 以 上 变量 的 多 项 式 也 适用 , 虽 则 此 时 
定理 1 却 是 无 效 的 [3,p. 213]. 为 了 说 明 这 种 情况 下 定理 1 无 
me, ABIES PG, yz) =0 MQ, yz) =0 是 两 个 曲面 , 通 
常 它 们 相交 于 一 条 曲线 . 还 应 注意 推论 中 的 不 可 约 性 的 条 件 
是 重要 的 ,说 明 这 一 点 只 要 考虑 Q2,y)=2y fl P(r, y) = 
z'y 的 情形 即 可 . 

再 应 注意 推论 中 所 述 的 零点 可 以 是 实 的 也 可 以 是 复 的 . 
而 在 前 面 讨论 核心 恒等式 PCC,S) 三 0 时 ,我 们 仅 考虑 了 使 
C*4-S? — 1 的 所 有 实 点 (C,S). 这 种 仅 为 实 点 的 限制 与 其 有 本 
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质 上 的 区 别 . 例如 ,如 果 在 使 不 可 约 多 项 式 

Qz, yz) = (z — yř + Cy - zy + (z~— Xx)‘ 

等 于 0 的 所 有 实 点 或 复 点 上 P(z,y,z) 都 等 于 0, 则 多 项 式 Q 
E P 的 一 个 因子 .然而 如 果 限 制 仅 在 使 Q@ 等 于 0 的 所 有 实 点 
EP 等 于 0, 则 PP 不 一 定 能 被 QQ 整除 (例如 PP 可 以 是 多 项 式 
z— y). 这 就 导致 了 下 述 尚未 解决 的 问题. 

问题 刻画 这 样 的 不 可 约 多 项 式 QCzizz， ,zn) (在 复 
数 域 上 ) 的 特性 ,对 任 一 多 项 式 Plastic.) ERA 
使 Q 等 于 0 的 实数 (ziyzs tn) EDA Pasar rn) FE 
于 0, 那么 Q 必 能 除 尽 P. 

现在 来 证 明 一 个 这 种 类 型 的 多 项 式 : 

Qn = ap H ag tH oee ao dl, (8) 
其 中 aZ2,m—1,2,-. 我 们 知道 多 项 式 cT Hart tarr 
之 3) 是 不 可 约 的 所, 由 此 容易 推出 (8) 中 的 Q 也 是 不 可 约 的 . 
以 下 的 证 明 用 归纳 法 ,我们 首先 证 明 当 n—2 时 结果 成 立 (这 
种 情况 包含 了 Magid 和 Dobbs 的 结果 ). 

BEQ, zo) 如 (8) 所 设 , 且 某 个 其 他 的 多 项 式 
PG; zz) 对 所 有 使 Q 等 于 0 的 实 点 (ziyzz) 也 都 等 于 0. 用 Q 
除了 ,得 到 
PG, ,2,) = Gt + a3 — DPsGi x) 

tat! Pi (a, H Pa) + + Pay). 
FRR UEHH PTA AA Pis Patto P. 必 恒 等 于 0. 对 满足 
Oar, «1 的 所 有 zs WR m 222" A 

a" PG) o aT PG) + + Pale) = 0. (9) 
如 果 令 (9) 中 的 as 1, ll 2, =0, PFW 1 一 zs 是 Pn《xs) 的 一 个 
因子 . 在 每 一 个 P 中 提出 所 有 的 1 一 zx 因子 .注意 到 这 m 个 
项 中 每 一 个 的 因子 1 一 z; 的 次 数 必 都 不 同 , 所 以 其 中 的 前 
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mm 一 1 个 是 非 整 数 . 现 从 全 部 项 中 提出 最 低 次 数 的 因子 
(1 一 zx2)”, 以 使 这 些 项 中 确实 有 一 项 没有 1 一 zx; 因子 . 因而 
(9) 式 为 
Q — rD EA — rR) + R), ac) 

READ R; (= (00-2207 ?"P;GO, H d.e 是 正 有 
HER. 设 六 =1 一 s,s>0 任意 小 . 由 连续 性 ,(10) 中 各 项 之 和 
不 能 为 0. 因而 ,不 含有 1 一 xz 因子 的 项 R 必 恒 等 于 0( 因 此 
P, 也 恒 等 于 0). 以 此 类 推 ,可 知 所 有 其 余 项 已 也 恒 等 于 0. 

假定 该 结果 对 4 一 2,3,…,k 成 立 , 我 们 来 证 明 n=k+1 
时 结果 也 成 立 . 此 时 ， 

P(X) =Q P(X) + xP, CX") + zr P,QOX) 

toe + PLCX'), 

其 中 和 ,和 分 别 指 变量 集 sexag Fae Ter HFA 
Qn. (ZE) 一 好 十 好 十 十 2 一 1. 那 么 对 所 有 使 Qu = 0 
XX, 

aT P CX!) + aT POCO + ee + PX) = 0. 
Ay x, —0, SUR RAT ER Hatala B XI P(X) 
=0. 这 样 ,由 归纳 法 假设 ,Pn(X') 可 被 ae ee au 
sk XT 整除 . 令 =el 任意 小 ), 同 n=2 的 情况 一 样 ,可 推出 
所 有 的 Pi 必 恒 等 于 0. 因而 ,Qi 可 整除 POS. 由 妇 纳 法 ,对 
所 有 7 之 2, 我 们 的 结果 成 立 . 

最 后 ,以 类 似 的 归纳 方法 ,可 更 一 般 地 证 明 :如 果 对 所 有 

Q(X) = xi? + 28? tor + iO -1= 0 
(i = 1,2,7,) 
的 Xis Xoro Xa 的 实 值 同 时 使 多 项 式 PA Xa X0 等 
Fo RP ma) 且 aeG) 是 正 整 数 , 则 
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P= QP, + QP, 十 … 十 Q, Pns 
其 中 P; 是 含 所 有 Xi) XI 的 多 项 式 . 


CoA E ARER 
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>) 点 的 收敛 和 发 艇 " 


T. Coben, W. J. Knight 
本 篇 短文 包含 了 关于 调和 级 数 发 散 的 一 个 非常 简单 的 证 
明 , 知 道 它 的 人 并 不 多 
用 反 证 法 . 假设 调和 级 数 
d 1 i 1 
1*7*3*4*7 
收敛 到 5S, 则 显 见 由 偶数 项 组 成 的 级 数 
1 1 1 1 
ztrata” 


DAES, BRE rr ACOH BE 
1 1 1 1 
q0*3*59 tyt" 


1,9) ISS GERT fiet A 
1 1 1 1 1 1 
1797'374'8^$'7 

FE 因此 调和 级 数 发 散 


上 述 证明 如 此 简单 ,以 致 普通 高 中 生 都 能 理解 并 使 用 . 


@ 编译 自 “Convergence and divergence of 5 4 ^, Math. Magazine, 52 
n=} 
(1979),178. 
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应 用 上 述 证 明 方法 ,我 们 很 容易 建立 级 数 > be> 1) 的 收 
at. | 
ig 5 是 该 级 数 的 前 N 项 部 分 和 . 则 


1 1 1 
Szn+1 二 1 十 Iz: t "t 十 … 十 any | 


1 1 1 
t[s*$ ^7 Gy Y] 


1 1 1 
«ists gy] 


ttt tuy] 


=1+ Sn +S 

<1 H SN, 
因为 Sy Sua. HERG 

(1— 27) Sonar « 1. 
因为 p> 1, AREA 1—2' ^20, AMA 
Sonar L A — 2°49) TW N; 
又 因为 Savw<Ssw+i, 所 以 我 们 看 到 单调 递增 序列 (S.} 有 上 界 
(一 2 2 ,从 而 jimS。 存在 . 
最 后 , 当 户 < 工时 ,将 级 数 > 去 与 调和 级 数 比较 , 即 可 

得 它 的 发 散 性 . 


( 朱 学 贤 编 译 ) 
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算术 平均 值 和 几何 平均 值 
不 等 式 的 一 个 新 证 明 ? 
本 篇 短文 给 出 熟知 的 算术 平均 值 和 几何 平均 值 不 等 式 的 
一 个 十 分 简单 的 初等 证 明 . 
引 理 设 zı Z0(k=1 »25t*,n) ; 则 有 
xim [kay — (k — Irri e4, a) 
其 中 的 等 号 成 立 当 上 且 仅 当 n-2a4-2,3,). 
证 明 由 因 式 分 解 得 


xbox, = Gn — ty Ep aha Foe xk). 
(2) 
E men» WA 
xh 4 aha, foo + ott) DS kot, (3) 
ASS r5 AA x mx 代入 (2) 式 得 
at — xt, > (ay — xn) e kT, (4) 


TE X Jes BE DR aS, MWO PHASES RE 
意 到 aa 10, AOR, Wit CD SPESE. 引 理 证 得 . 
定理 ”如果 nm00-1,2. 2), 则 有 不 等 式 
XT È x, (2a, — 2) (Bz; — 2x) (nx, — (n — 1)x,1), 
(5) 
其 中 的 等 号 成 立 当 上 且 仅 当 r= C. 
用 (1) 式 中 的 递 拉关系 ,马上 可 得 定理 的 证 


D 编译 自 M. Bencze 和 N. Schaumberger 的 “A New Proof of the Arith- 
metric-Geometric Mean Inequality”, Math. Magazine ,66(1993) ,245. 
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在 (5) 式 中 , 令 z,7 Ca, Fa; * Fa / b a Z20, k — 1,2, 
n, BIG 


a, ta, + +a, Saarva, 
© Wat. 


其 中 的 等 号 成 立 当 且 仅 当 aa =a. 此 即 熟 知 的 算术 
平均 值 和 几何 平均 值 不 等 式 . 


CRF FED 
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算术 平均 值 和 几何 平均 值 不 等 式 的 推广 ” 
D. E. Daykin 和 C. J. Eliezer 


在 本 简短 文中 ,希腊 字母 wp,… 表 示 实数 ,小 写 英文 字 
母 a,6,… 表 示 正 实数 ,而 大 写 英文 字母 M,N,… 表 示 正 整数 
或 函数 

所 谓 的 算术 平均 值 和 几何 平均 值 不 等 式 是 


Y ajaz an S (a, + a, + + ay)/M, 
其 中 的 等 号 成 立 当 且 仅 当 a =a. = = an. 它 的 一 个 熟知 的 
推广 是 : 如 果 户 十 pz 十 … 十 px 二 1, 则 有 
Ch 名 ai pa 二 pa 二 puaus G) 
等 号 成 立 当 且 仅 当 a&i 54:5 t AM. 

在 证 明 不 等 式 的 时 候 , 最 令 人 感 兴趣 的 是 去 构造 一 个 函 
HAAR MEOH) ,并 使 它 的 取 值 从 不 等 式 左边 
的 值 光滑 地 递增 到 不 等 式 右边 的 值 . 下 文 为 这 一 观点 提供 了 
一 个 很 好 的 例证 . 我 们 构造 的 函数 类 见 引 理 1. 

8|: 1 函数 


M 
F(x) = Dadi" 
I-1 


是 严格 凸 的 ,而 且 仅 当 对 于 J 二 1,2,…,M, 或 和 一 0 8k b5;—1 
时 它 是 常数 函数 . 
结论 的 证 明 是 极其 简单 的 ,因为 


(D 编译 自 “Generalizations of the A. M. and G. M. inequlity”, Math. Mage- 
zine,40(19675,247 — 250. 
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dF M 
AUD = SJ abt" (a;logh:)? > 0. 
T= 


现在 考虑 形 如 F(z) 的 一 个 特殊 例子 GCCz): 


M 
GG) = Gahiafi aM )* S pra} i het hon, 
I=] 


显 见 
G(0) = pia, + pra, + + + buan, (2) 
R35 pid pid- E pul 时 ,有 
GA) = afhiafi-at. (3) 


因此 ,对 于 推广 的 算术 平均 值 和 几何 平均 值 不 等 式 (1), 重 要 
的 是 求 凸 函数 CCz)? 的 最 小 值 ,此 即 

定理 1 设 G(z) 在 x=xo 处 取 到 最 小 值 , 令 p=pit pr 
十 … 十 pu; 则 有 

G) 0x —1,ü 1; 

Gi) z—1,JÉ p—1; Gii) x1. p<1. 
(注意 p 之 0, 见 本 文 一 开始 的 说 明 . ) 

利用 等 式 (2) 和 (3), 由 定理 1 可 以 得 到 不 等 式 (1) 的 许多 
推广 . 例如 ,由 G(CO)<G( 一 1) 引 出 的 一 个 有 意思 的 结果 是 

(afia) (pia, 十 十 puan) < piai? + + + puan’. 

为 证 明定 理 1, 我 们 引进 下 面 的 引 理 ,这 一 引 理 本 身 也 很 有 
用 . 

引 理 2 设 


P(a) = (ah «aM Plt" Pha, 


Qla) = (ati af) nim tem, 
则 除了 4, —4,—*** —ÓM 的 情形 外 ,有 
G) P(a)<Q(a), mR a0; 
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Gi) PCa) =Q(a), li a—0; 
Git) PCG22QCGO ,如 果 «<0. 
特别 地 TES | BB 2 中 如 果 取 p pon pue 1, UI 
f& ayant P< (ati aW)" 除非 a, =a, 77 Sam 
为 证 引 理 2, 不 妨 假 定 a 1, GMAT LEAR, > arc, 
当 M=2 时 ,容易 验证 (请 读者 自行 演算 ) 
(abiage Pin tes 2 _ a, | Pip (257 4)? 
(ahr? af Po 23 y P1 P 4; 
对 于 一 般 的 M, 有 


Cati eap Pai Pu 


(ahis -- alt) hi Fem = 


zl: 


di \ &?u O72) 


by (257 41) a, 
eee] 一 一 


amu 


a» 


(ads ap) utn 
(abri oe gpm Pat + Pm . 


因此 ,对 M 用 数学 归纳 法 ,可 以 证 得 引 理 2. 
定理 1 的 证 明 对 G(z) 直 接 求 导 后 将 x 一 0 代入 得 
dGQ) _ log PD 


"dá 8 AG) ~ 

由 引 理 2, 类 似 可 得 
dG(1) P (a) 
ga， 


其 中 的 a=1 一 《pi 十 … 十 pw). 
由 定理 1 中 的 条 件 并 利用 引 理 2, 定理 1 证 得 
形 如 FCz) 的 另 一 个 西 函数 的 例子 是 
H(x) = J piaiCaias7ay/a] ite rae, 


我 们 有 


dH(0) . PQ) 
“dz pipa ‘pulog AX QD <0, 


J 
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H(0)<H(—-1) 0] 


: x al PyPyU Py! Py 
除非 ai Sa: 5 am, 
( 朱 学 贤 编 译 , 刘 筋 校 ) 
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x= y* 的 有 理解 ” 
M. Sved ` 


数 16 有 一 个 非常 有 趣 的 性 质 , 它 可 以 写成 如 下 两 种 形式 
的 整数 的 正 整数 次 方 寡 : 
16 = 24 一 4’, 
自然 会 提出 这 样 的 问题 : 是否 存在 其 他 的 整数 对 (x,y) 使 得 
x? = y! . (1) 
.这 一 问题 不 是 新 的 ,解答 也 不 是 太 困难 ,但 因为 它 没有 被 包含 
在 正规 的 教科 书 中 ,所 以 并 不 广为人知 . 
在 1728 年 Daniel Bernoulli 写 给 Goldbach 的 一 封 信里 ，. 
提 到 了 方程 Q), 并 认为 (zx,y) = 二 (2,4) (或 者 (4,2)) 是 唯一 的 
整数 解 . 在 回信 中 ,Goldbach 给 出 了 方程 (1) 的 一 般 解 . 他 的 
做 法 是 : 令 
3 一 GZ， 
得 
x* = (ar), 
简化 并 舍 去 a=1 这 一 平凡 的 情形 后 ,得 
MG-D, y= a^». (2) 
Euler 在 [2] 中 也 曾 比较 详细 地 讨论 了 方程 (1)， 
KAM y^ — 2 — 0x20, 2 00 PR DL BRI 1. 
在 (2) 式 中 令 u=1/(a—1) ,我 们 得 到 


Tt =a 


© 编译 自 “On the rational solutions of x” = y*", Math. Magazine, 63 
(1990) ,1,30— 33. 
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t s= [i 

图 1 中 的 图 形 有 两 条 分 支 ; M a= 时 是 直线 y= r; Mi 
参数 方程 (3) 的 图 像 是 一 条 关于 直线 y= 2 对 称 且 以 x 二 1 和 
3 一 1 为 渐 近 线 ( 分 别 当 u—0-4- 8 u—0— ED 8 d Ze. 曲线 和 
直线 的 交点 是 

(lim|! + 二 vlim[1 十 ir = (eye), 

曲线 分 支 上 仅 有 的 整数 格 点 是 (2,4) 和 (4,2) ,但 在 (3) 中 
S u RERE. Euler 得 到 了 无 穷 多 个 具有 有 理 数 坐 标的 
分 离 的 点 : 


(3) 


(9/4,27/8) ,( 64/27,256/81) ，…. 

在 18 世纪 开始 的 一 段 时 间 里 ,方程 (1) 看 来 是 一 个 很 热 

门 的 问题 .L. E. Dickson 在 他 的 著作 《数论 史 》CHistory of the 

theory of numbers,[3]) 中 引述 了 1951 年 之 前 关于 这 一 问题 

的 一 些 贡献 ,其 中 值得 注意 且 很 容易 被 接受 的 是 E. J. Moul- 

ton 所 作 的 关于 实 的 zx 和 y, 方 程 (1) 的 完全 轨迹 的 讨论 
(4D. 
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这 个 问题 再 一 次 引起 人 们 注意 是 在 1960 年 作为 一 个 
Putnam 竞赛 问题 ,寻求 (1) 的 整数 解 . A. Hausner 又 将 结 ! 
推广 到 代数 数 域 ([5])， 

这 篇 短文 试图 去 求 (1) 的 所 有 非 平 凡 的 有 理解 . 我 们 将 证 
明 这 些 解 由 序列 

{a yp asp) — (e,e) 
给 出 ,其 中 的 a, 和 5b 证明 是 与 Goldbach # Euler 建立 的 表 
达 式 (3) 是 一 致 的 ,是 由 将 正 整数 代入 (3) 后 得 到 的 . 
舍弃 (1) 的 平凡 解 z=y 以 后 ,我 们 不 妨 假定 yx HA 
(1) 式 改写 成 


y= xr", 
两 边 除 以 z 得 
OT = y/o, . (4) 
4 
y/x—1--—m/n, (5) 
Hoa mn 是 正 整 数 , 又 设 m /n 是 既 约 的 , 即 最 大 公 因 子 
(m,n) = 1. 
代入 (4) 得 
n = mT. 
n 
或 者 


x= (mnn, (6) 
EA mM n BEM mtn 5j n 也 互 素 ,从 而 有 
COn + n» ,n") = 1. 
因此 可 以 从 (6) 推 得 : x EARRAN ntn) W n 都 
是 m WT FR. 
MAA m Fil n 是 互 素 的 ,所 以 m+n A n 都 必定 是 一 个 
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m URE. 
分 别 设 n=a", Al m+n=b" a,b 是 正 整 数目 ba. 
这 可 能 且 只 可 能 当 m= 二 1 时 才 成 立 , 因 为 如 果 m>, M 
两 个 不 同 的 正 整数 的 m KH OKF m. 从 而 由 (6) 得 
r= E + HE 
并 由 (4) 得 
y- E + i" = n2, 


特别 地 , 当 yo EOD SE — 565 35 CAE REO n — 1, B] 
y—2, y=4. 
有 意思 的 是 可 以 通过 图 像 来 审视 一 下 上 面 的 结果 . 我 们 
要 求 数 组 (z,y) 满 足 
Xl = y, (7) 


或 者 等 价 地 ,满足 
(8) 


J fa) — Hara 0 RS ER CIE 2) 容 易 看 到 ,对 于 任意 :>e， 


FUSE US we IER fFG»o-fo. 
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EE, ERRE, >e 的 点 和 满足 (7) 的 数 对 (x,y) 之 间 


有 一 个 双向 单 射 , 相应 于 有 理 数 对 的 点 全 部 在 对 应 于 区 间 
e<t<4 的 曲线 段 上 . 这 就 解释 了 有 理解 的 “稀罕 性 ”. 


1] 
[2] 


[3] 


[4] 


[5) 


( 刘 容 光 编 译 , 刘 勇 校 > 
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3$ 3075 3: 3083JL4- GC 
D. Acu 


L B Si(n) = 1'4+2'4+--47' 其 中 的 上 和 和 都 是 正 整 
数 . 对 于 R=1,2. ,计算 Si(n) 的 一 般 方法 是 利用 等 式 


x 


i=0 


Sm) = ma +1- 1l, (D 


k 
其 中 的 | ， 表示 二 项 式 系数 , 即 | ,| 一 IG) RD. 
C.Keliy([1]) 利 用 二 项 式 展开 给 出 了 等 式 (1) 的 一 个 非 
常 初等 的 证 明 . 下 面 给 出 的 证 明 略 微 有 些 不 同 . 
首先 ,我 们 有 等 式 


SCG + pit — f= (n+ 1)! — 14, (2) 
j=) 


Tt GT D" EOWA, LATS MK 


Berne end 


—(nd41U!- 


或 者 
a 


Sr 


ap 
j=1 
25 + etD 1 


DESEE 


J=1 


war 


@ 437A “Some algorithms for the sums of integer powers" , Math. Maga- 
zine 6101988) ,189~ 191. 
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BE COX. 
HEER CO MU ESI RT A HEARTS COS DOE HIC 
标 ; 或 偶数 肢 标 ; 求 和 的 公式 . 
2， 为 此 考虑 等 式 
SIG + D GD- a+ D eat — 
利用 二 项 式 展开 ,可 推 得 


k c1 k+1 k+1 
| EX 十 S4, 501) + | s.n Tee 
(n + D + pn^ — 1 " 
= 2 . (3) 
如 果 在 (3) 式 中 取 k=2p,p=0,1, =, WG 
2p +1 2p +1} 
LN 
2p + | (n 4-1)! p gif] 
S =. . (4) 
+ » a] 2 
MSE CSR k=2p- 1,p 二 1,2,3,…, 则 得 
2 2 
| MENOS + | P| Sus 十 … 
. . 2 25 
+| 2p [sio = CDT Ee" L qs 
2p — 1 2 
特别 地 ,由 (4) 可 以 推 得 : 


当 p=0 EF, Son) =n; 
` 3 3_ 
M p=1 Bt, 382 (n) +S, (n) = Dt 1 将 So) 


nnd Gntl). 
6 ? 


=n RAM S:n) = 
185 


55,00 + 105,0) + Son) = SED E —1, 


将 Soln) 及 SCn) 代 入 可 得 


S, (0) = POED Gn + Vn" ti = 1) 


等 等 . 类 似 地 ,可 从 (5) 式 推 得 S,(n)、S;(n)、S;(n) 等 等 . 


3， 但 对 于 S1《n),S;Cn),… ,我 们 还 可 以 用 下 面 的 方法 
来 计算 : 由 等 式 


> LFG + D' — FG — D']e wn + D, 
利用 二 项 式 展开 可 推 得 


k k n k 
Saa 十 | [Saan H = UOCE, (6) 
1 3 
k = 1,2,3,:- 
由 (6) 可 得 


当 k=] At SQ 19D, 


2 
3 k= 2, fit 28,0) =” EOD! n Ot ,从 而 SO) 一 m1) ; 
M k=3 138.6) 48,00" n RE mnt) ,可 推 得 


n(n 1) (2n? tan~ DD. 
Ss) 12 


4 4 
M hd 4S; Q) 45,6) =" SEL irap 


S, (n) = OED? (3a* Lr 一 n? — An + 2) 
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FFO, 
要 指出 的 是 ,公式 (3),(4),(5),(6) 可 以 在 文献 [3] 中 找 
到 ,不 过 作者 是 从 Nielson HERC DER ENH. 


( 刘 容 光 编 译 , 朱 学 贤 校 ) 
参考 文 BÀ 
[1] C. Kelly, An algorithm for sums of integer powers, Math. Magazine, 57 


(1984) ,296~297. 
[2] N. Nielson, Traité élémentaire des nombres de Bernoulli, Paris , 1923. 


[3] J. Riordan,Combinatorial Identities, Wiley, New York, 1968. 


@ 利用 本 篇 短文 的 方法 ,可 以 对 和 
S,GD = at p ab b bai. B= 0,1,250, 
求 得 形式 为 (1),(3),(4),(5),(6) 的 公式 ,其 中 的 alyaz…yani… 是 一 个 等 差 数 
5. 
187 


四 面体 数 与 平方 数 的 和 ” 
S.C. Althoen, C.B. Lacampagne | 
众所周知 ,n 个 连续 的 正 整 数 从 1 到 的 和 数 是 二 项 式 
系数 |”。 | .这 和 数 及 与 它 有 关 的 二 项 式 系数 在 几何 上 可 以 
表示 为 三 角形 数 (图 1). 


Ti T: T; T, 
i 1-2 1 十 2 十 3 > 1 十 2 十 3 十 4 
图 1 


:有趣 的 是 , 约 在 公元 100 年 时 Smyrna 的 Theon 得 到 如 
下 结果 ;两 个 相 邻 三 角形 数 的 和 是 一 个 平方 数 (图 2). 


SX 


Ti +T,=2’ T,+T3=3" TT; 十 二 4? 


图 2 


@ 编译 自 “Tetrahedral Numbers as Sums of Square Numbers”, Math. 
Mag. .64(1991),104~ 108. 
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看 来 值得 注意 的 是 : 从 1 或 2 开始 对 交错 平方 数 求 和 


时 ,其 结果 是 二 项 式 系数 |”。 | R n 是 求 和 中 的 最 大 平 
方 数 ; 妈 mE 
$x$ 5 te pnt = oar (1) 


2! 4? + 6 pe fon? = (2) 


n+ 2 
3 | ' 
3% RAS n FEC) PAB, XE C20 P OS BURG. 似乎 是 Frederico 
Mariares' $$ ck Bl T RI CD 5 fL CO ERE EE] CL). 
他 的 文章 的 结 属 提 出 了 这 样 一 个 问题 :这些 公式 … 是 否 真是 
全 新 的 ?” 

交错 平方 数 的 和 及 与 之 相关 的 二 项 式 系 数 在 几何 上 可 表 
示 为 一 个 四 面体 数 . 这 些 四 面体 数 是 1,4,10 等 等 ,它们 与 四 
面体 有 关 , 正 如 在 图 3 中 所 指出 的 那样 ， 


图 3 图 4 


苗 助 于 两 个 相 邻 的 三 角形 数 的 和 的 启发 ,我 们 一 定 也 不 
会 惊奇 有 如 下 的 事实 , 即 我 们 能 从 四 面体 数 出 发 用 两 种 方式 
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来 生成 交错 的 平方 数 , 我 们 可 以 表示 为 ( 见 图 4) 
1 十 3 十 6 十 10 十 15 十 21 十 … 
一 (1 十 3) 十 (6 十 10) 十 (15 十 21) 十 … 
=P HPHH 
或 
1 十 3 十 6 十 10 十 15 十 21 十 … 
一 1 十 (3 十 6 十 (10 十 15) 十 (21 十 28) 十 … 
= PERLE Ep 
等 式 (1) 和 (2) 是 利用 归纳 法 生成 函数 法 ,或 求 和 符号 
CO) 符号 ) 演算 方法 来 证 明 的 极 好 的 练习 实例 . 例如 ,通过 众 
所 周知 的 关于 相 邻 平方 数 的 和 与 一 次 宕 的 和 的 结果 , 由 
"y" a + 20! 可 得 到 (1) R. | 
式 (1) 和 式 (2) 可 以 乘 上 任何 一 个 平方 数 ,比如 乘 5*( 这 
里 是 一 个 非 负 整数 ) 来 稍 作 推广 ， 


(S*y* + (38! 十 e + aut! = S” n HAR 


n+2 
3 


(2S*)? + (AS*)? + eee + (ns*)? 一 Sz 
特别 地 


n+2 
2? + 67+ 10? + + + (20)! = 4 3 , 


li 
3 


jn 为 偶数 ， 


4? + 8? + 12? + + (an)? = 4 


n+ "| 

3 | 

一 个 很 自然 的 问题 是 ， 有 哪些 其 他 的 算术 级 数 , 使 由 其 产生 
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的 平方 数 的 和 可 用 二 项 式 系数 | ”| ed 
i 
Da + fi)? = WE (3) 


其 中 的 ak Am 都 是 正 整 数 . 注意 到 相 邻 平方 数 和 的 公式 表 
明 (3) 式 左边 是 7 的 一 个 三 次 式 . 这 样 ,我们 就 有 理由 期 望 (而 


bl 
事实 上 也 必定 是 这 种 情况 )(3) 式 有 边 具有 | “| 的 形式. 


3 
例如 ,在 (1) 式 中 ,我 们 有 
l—(n—1)/2,.4—Lbk-—2,5—2AERc-—3. 
.所 以 ,我 们 可 假定 


De 十 人) 一 
注意 ,对 ;一 0, 有 


bl 
| me (4) 
3 


a=‘), (5) 
3 


所 以 < 是 一 个 正 整数 , 随 之 立即 可 知 5 也 是 一 个 正 整 数 (为 什 
么 ). 显然 ,(a,c) 二 (1,3) 和 (a,c) 一 (2,4) 都 是 (5) 的 解 . A 
惊奇 的 是 (a,c) 二 《140,50) 也 是 一 组 解 .根据 Dickson 的 说 
法 ,此 解 是 1876 年 由 Moret-Blanc" 中 所 指出 的 . Moret-Blanc 
. 实际 土 给 出 了 下 面 (11) 式 的 解 . 尽管 如 此 ,在 1876 年 稍 晚 一 
点 ,Lucas5 在 同一 卷 的 “数学 新 年 刊 (Nouvelles Annales de 
Mathematiques )” 上 征求 了 关于 (5) 式 的 仅 有 解 c<= 二 3,4 和 50 
的 证 明 . 

为 了 从 (5) 式 得 到 的 a 和 * 三 组 值 , 找 出 (4) 式 的 全 部 解 ， 
考虑 在 (4) 式 中 令 /二 1 和 /二 2 所 得 到 的 方程 : 
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、 b 
K + 2ak + 2a = | i| 


， (6) 


(7) 


b - 
5k! 十 bak + 3a! = | + ‘. 


3 


CO XE EE TRE Kg FE 6) RICO A — ER TE EH (ahs 
c). 事实 上 ,从 (6) 和 (7)? 可 发 现 (4) 的 任意 解 必 须 满足 ， 
b+ ‘| B | 2b 4- ‘| 

3 3 
CHEB AR it Sr, EY a.) TERREI (8) BB RE 
且 证 明 它们 中 有 的 给 出 已 知 结果 (1) 和 (2), 其 他 的 就 不 能 满 
足 (6) 因 而 也 不 能 满足 (4). 

情形 1 a=1 且 c=3. 此 时 方程 (8) 成 为 

gk = — b + 267+ 116 — 6. 

BUS 8, AH WEAR b=2 (mod 8) 时 ,三 次 式 模 8 同 余 为 0. 由 
" 于 和 6。 必须 是 正 整 数 , 故 0<%<5. 因 而, 仅 有 的 可 能 的 解 是 
.5 二 2 和 上 二 2, 它 给 出 我 们 熟知 的 (1) 式 . 

情形 2 a—-2HBHc-—4. 此 时 (8) 式 成 为 

16k — — b! + 3b? + 26b — 24. 

[S EE A Al o EER, 0 过 6 过 7. 经 验证 可 很 快 得 出 两 组 
f. b=2,k=2 fll b—4,k —4. 第 一 组 解 给 出 熟知 的 (2) 式 .第 
二 组 解 无 用 , 它 不 满足 (6) 式 . 

情形 3 a=140 H c—50. 此 时 (8) 式 为 

1120k = — b? + 496? + 72025 — 117600. 
两 边 取 模 7, 得 到 
0 三 一 b! + 6b(mod 7), 
Q m b + b = b( + 1) (mod 7). 


4ak + 7a? = ; (8) 
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因此 ,5 二 0Cmod 7), 并 且 由 于 必须 是 正 整 数 ,所 以 156 
107. 在 (8) 式 中 令 5b 二 7d, 则 有 
160k — — 49d? + 73d? 十 7202d — 16800, (9) 
HB 2<d<16. 因为 在 (9) 中 d=0(mod 32), 仅 有 的 解 是 d= 
14. 在 这 种 情况 下 (8) 仅 有 一 组 解 : b= 98,R2=105, ETI ABI 
EOR. 
FE BIE A RUSO (a JE CO BAT EIE ? 这 等 价 于 要 来 


fg FB E Diophantine) FFE 
工 十 2 . 
| 3 = Gre + Die t 2) = x (10) 
这 就 依次 等 价 于 求解 丢 鼻 图 方程 
a(x+1)(2x + 1) = 6y’, (11) 
4 x 为 偶数 时 (在 (10) 中 以 2z 代 z,2y Ky). 
或 
r(2r — D(Gxz + 1) = 3y’. (12) 


当 r yA Ret GEOO FLA 2z—1 f& x). 

ATT RAT PF EA, Lucas" 1876 年 征求 关于 (10) 式 的 
正 数 解 仅 有 1,2,48 的 证 明 , 它 们 对 应 于 (5) 的 解 仅 有 < 一 3,4 
和 50. 1878 年 ,Meylt9( 自 称 是 在 海牙 地 区 的 一 个 炮兵 队长 ) 
证 明了 (10) 式 仅 有 的 解 是 z 一 一 2, 一 1,0,1,2 和 48. 这 些 包 
含 上 面 的 < 的 三 个 解 3,4,50 以 及 三 个 确实 成 不 了 二 项 式 系 
数 的 退化 情形 < 二 0,1,2. 当 z 为 偶数 时 ,Meyi 的 论证 是 以 
(11) 式 仅 对 zx= 一 1,0,1 和 24 有 解 这 一 事实 为 依据 . Lucas ^ 
则 相信 他 在 1877 年 的 文章 “平方 棱锥 等 于 一 个 平方 数 "中 已 
经 证 明了 这 一 点 ,但 是 Lucas 的 证 明 是 有 缺陷 的 . 1919 年 


WatsonI9 首 次 给 出 了 一 个 正确 的 证 明 . 1952 年 ,Ljunggren ` 


给 出 了 一 个 算术 证 明 . 关于 这 个 问题 的 史料 ,可 看 Wat- 
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son"?! Dickson"! Guy?) fil Uchiyama f£ 3c S& , BRIX i XC 
章 是 Martin Gardner 告诉 我 们 的 . 


Cn] EVE vil o LED) 
参考 文献 


[1] L.E. Dickson, History of the Theory of Numbers. Vol. 2, Diophantine 
Analysis ,chapter I, Chelsea, New York, 1971, pp. 2525535. 

[2] M. Gardner, On the patterns and the unusual properties of figurate num- 

bers, Scientific American, 231(1974),116~120. 

[3] R.K. Guy, Unsolved Problems in Number Theory, Springer-Verlag, New 

| York,1980,p. 82. 

[4] W. Ljunggren, New solution of a problem proposed by E. Lucas, Norsk 

Matematisk Tidsskrift,34(1952) ,65— 72. 


[5] E. Lucas, Question 1180, Nouvelles Annales de Mathématiques (2), 14 


(1875) ,336. 

[6] + Question 1194, Nouvelles Annales de Mathématiques (2), 15 
(1876) ,144. 

{7] » [Solution to JQuestion1180 , Noucelles Annales de Mathématiques 
(2),16(1877),429— 432. 


[8] F. Mariares , Curiosidades arithméticas , Recista de la Sociedad Mathematica 
Espanóla,2(19135,333—— 335. 
{9} A.-J.-J. Meyl, [Solution to ] Question 1194, Nouvelles Annales de 
Mathématiques (2)17(1878) 4647467. 
[10]  Moret-Blanc, [Solution to ] Question 1180, Nouvelles Annales de 
Mathématiques (2) ,15(1876) ,46—48. 
[11] S. Uchiyama, On some Diophantine equations , Lectre Notes (1984) ; Toky- 
o. 
[12] G. N. Watson, The problem of the square pyramid, The Messenger of 
Mathematics ,48(1919) ,1— 22. 


194 


第 35 届 国 际 数学 奥林匹克 
竞赛 试题 


| 1. m,n 是 正 整 数 . ES A= {aisar an ERS (1, 
2,…,n) 的 子 集 ,满足 条 件 : Zia;da;mn,lzmdm jm, 
ai 十 aj 也 属于 A. 证 明 : 

atati tan nbl 
m 2 


2. EM: (a) N 是 人 人 BAC 的 角 平 分 线 上 的 一 点 ; (b) 
P 是 直线 AB 上 的 一 点 ,使 人 ANP 二 90"; (ce) O 是 直线 AN 
上 的 一 点 ;使 4PO=90°. 设 QQ 是 线段 NP 上 的 任意 一 点 ， 
过 QQ 的 任意 一 条 直线 分 别 交 AB, AC 于 点 E, F. 证 明 : 
ZOQE= 90° ff HERE QE—QF. 

3， 对 任 一 正 整数 &, 以 A RRRA (HL +200, 2k} 
中 所 有 满足 下 述 条 件 的 元 素 组 成 的 子 集 : 它 的 二 进 制 表示 中 
恰好 有 三 个 数字 是 1. 记 Ae 中 的 元 素 个 数 为 (8). 

(a)》 证 明 对 任 一 正 整 数 m f(b) =m 至 少 有 一 解 . 

Cb》 求 出 所 有 正 整 数 m 使 得 / 00 =m 恰 有 一 解 . 


4， 求 出 所 有 的 正 整 数 对 {m,n} 使 得 蕊 十 是 整数 . 
5， 求 出 满足 以 下 条 件 的 全 部 函数 f: 
(a》 了 的 定义 域 为 x 之 一 1, 及 Sal; 
D) 对 所 有 的 x —1, y> A 
flz t+ fO t xf») = y fx) yf 2); 
(c) 在 区 间 一 1 二 x 过 0 及 x0 上 ,f(zx)/z WAM RB 
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5. 

6， 求 一 个 具有 以 下 性 质 的 正 整数 集合 4， 对 任意 一 个 
有 无 穷 多 个 素数 组 成 的 集合 已 ,一 定 存在 正 整数 mcE4 及 ，” 
4, 使 得 它们 都 是 同样 个 数 的 P 中 的 不 同 元 素 的 乘积 , 
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第 35 届 国 际 数学 奥林匹克 竞赛 
试 题解 答 
AAR 


本 届 比 赛 在 香港 地 区 举行 . 同 前 几 届 相 比 ,本 届 赛 题 的 难 
度 降 低 了 不 少 ,其 中 的 第 6 题 好 像 是 一 道 智 力 测验 题 . 下 面 是 
试题 解答 . 


第 1 题解 答 ” 可 以 假定 2217 >an 这 样 ,对 每 个 a; 
在 集合 4 中 有 且 仅 有 i 一 1 个 元 素 aia HEX. 对 任 一 
个 aE ata<n, HREM: 
n >a; +a; > a; + aj, > 79 aj tan. 
因此 ,由 条 件 知 ,这 mx 一 j 十 1 个 数 ataj ai tan 均 属 于 集 
合 4 且 都 大 于 这 所 以 , 必 有 和 一 /二 1 委 : 一 1, 即 jzm—i-4-2. 
这 也 就 是 说 ,对 每 个 :有 
à; T amiy nti. 
由 此 即 得 
2(a, 十 as + ee +H an) = (a, F an) + lar Hami) He 
+ Clam + a) 
之 mín -1). 
容易 看 出 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 
4; d a, 419 nd 1, 1i x mn 十 1)/2， 


由 此 可 确定 所 有 这 样 的 子 集 . 
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第 2 题解 答 如 图 1 所 示 . 设 PN 的 延长 线 交 4C T OR. 
由 条 件 (a),(Cb) 知 人 4PR 是 等 腰 三 角形 及 OP — OR. 进而 由 
Bef (c HEH ZORA=90°R AOPQ= ZORQ. 

必要 性 ”假定 已 知 了 OQE=90°. 由 此 及 条 件 (c) 推 出 四 
点 O,Q,P, 忆 在 同一 圆周 上 . 所 以 , LOEQ 一 人 OPQ. 另 一 方 
面 ,由 人 OQE= Z/ORA — 90° 推出 四 点 0O,R,E,Q 四 点 亦 在 同 
一 圆周 上 ,所 以 人 OFQ 一 人 ORQ. 由 此 及 前 证 知人 OFQ = 
了 OEQ. 因而 有 QE 二 QF. 

充分 性 ”假定 已 知 QE=QF. H F HERET AB, Z 
PR F G. H QE — QF 知人 QPE 2 AAQGF, EP — GF. Ñ 
AAPR RBE = fJ RIAGFR 也 是 等 腰 的 ,所 以 RF 二 GF 
— EP. th i E AEM EE A AORF2AOPE, & OE —OF. Al 
ih 7 ZOQE=90°. 证 毕 ， 


第 3 题解 答 一 个 正 整 数 4 的 二 进 制 表示 中 恰 有 三 位 数 
之 为 1 时 ,就 说 4 具有 性 质 a, 并 定义 正 整 数 变数 的 函数 
1, n 有 具有 性 质 a; 
8600 = lo, n EUER o V 
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显 见 ,存在 无 穷 多 个 nn 使 6(m) 二 1, 以 及 f(1)=0， 


2k 
fk) = M3). (2) 


j= 十 1 


此 外 ,由 于 2m 的 二 进位 表示 是 m 的 二 进位 表示 后 加 一 个 数 
字 0, 所 以 
ó(2m) = m). (3) 
为 讨论 函数 7 的 变化 ,我 们 来 比较 FE 十 1) 和 SCR). 
我 们 有 ， 
fR+AD= “ST p 


j=k+2 


2k 
= MfG) 82k +1) + O(2k + 2) 


— 8k +1) 
= f(k) + (2k D, (4) 
最 后 一 步 用 了 式 (3). 由 此 及 前 面 的 讨论 就 推出 : (OBA 
减 函数 , /CE 十 1) 要 么 和 SOME BAST SAO, f 
随 上 趋 于 无 穷 而 趋 于 无 穷 ,以 及 因 1) 一 0, 所 以 S ORERE 
每 一 个 正 整数 值 . 这 就 证 明了 结论 GO. 
由 以 上 所 证 知 ,对 正 整 数 m E (=m 仅 有 一 解 * 的 充 
要 条 件 是 
f&—Dom-i, fü) m, f+D=mt+l. 
(5) 
由 此 及 式 (4) 知 , 亦 即 当 且 仅 当 
6(2 — D = 0(2k +1) = 1. 
由 于 2k 的 二 进位 表示 必 为 
2k =1 XX= K 0. 
所 以 
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2k--1—1XX-- Xl. 
因此 o(2k +1) —1 34 B [4 
2k = 10-0 100, rZ0, 5l. 


这 时 
2k —1-10-00151, rZO0,2zl 


因此 ,这 时 为 使 CE D — 1 EDS S2. 综 上 所 述 , 当 是 
nm 
2k —1 0…0100， r20, 


时 才 有 式 (5) 成 立 . 这 时 
k= 二 272 十 2，r 之 0. (6) 
这 样 ,为 定 出 全 体 这 样 的 m MEER (277-20 A. 由 式 
(4) 可 得 ， 
JZ + D= Fart? + 1) + 8(2"* + 3) 
= fat?) + eT +1) + eat + 3). 
容易 看 出 ， 
(QU +1) =0, (7078-32-51, rz. 
这 样 就 归结 为 求 /(O70 848. 由 于 从 0 到 2* 一 1 的 二 进位 表 
示 是 由 二 进 制 数 
x x eee x 
A^ 


中 的 数字 XX,X ,…,X 任 意 取 值 0,1 给 出 . 所 以 其 中 具有 性 质 
a 的 数 恰好 由 组 合 数 | 给 出 ,由 此 及 ORT. 


2 h 
Meo = | |. 
ju 3 


由 此 即 得 
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r+3 


art? 
fQ- Seg) 一 eo 
j=1 j=1 


u oar "= 
3 3] 42 
综合 以 上 讨论 得 
e+2=1+| 7]. r2. 


因此 ,使 FOOD m 仅 有 一 解 的 全 体 m 由 整数 
1 十 ip r>0, 


给 出 , 且 其 解 4 一 2 十 2. 证 毕 . 


第 4 题解 答 下 面 给 出 两 种 解法 . 
解答 一 ” 记 alb 为 a 整除 5. 由 
n +1 = n(n? + m) — Gn — 1) 
可 推出 
mn — ] |23 十 1«—9mn 一 lin + m) 
mn — ] 122 十 m«e—mn — ilmin +m) 
<mn — l|m* +n, 
最 后 一 步 用 到 了 
m(n? 十 m) =m? +n + nGna — 1). 
由 以 上 讨论 可 以 看 出 mn 是 对 称 的 ,问题 可 转化 为 求 所 有 正 
整数 mnmimn-—1|ns +m. 
(a) n=1 B.A m=2,3. 
(b) m=n>1 时 ,由 


2 
n^ tm ^n 1+ 


mm—1 nl n—-] 
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HRA m—n-2. 
(c) m>n=2 BE, RUBER E 120m —1|23 2-1. m VR 


5. 
(d) m>n=3 时 ,由 原 条 件 3m —1135 2-1 知 , 仅 有 m= 
5. i 
(e) 4m>n>3 时， 
mn — 1= n! + m + (mn — n? — m — 1) 
T mn—n-—m-1 
= (m — (n + 1))a —1)—2 
之 一 2 
=> — (mn — 1). 
EE mn —1 n? +m ~4 HAH 
mn — D) —m-—1-20, 
即 
m= (a D uL. 
(n — 1) 
现在 ”>>3, 这 不 可 能 . 


综 上 所 述 ,全 部 解 为 ， 
{myn} ={251}5 5,1), 0,521,053) (0,25, 
(1,31,(2,5), (3,5). {2,2}. 

解答 二 ”容易 看 出 ,mi 与 mn 一 1 互 素 ,所 以 mn 一 1 整除 

n? +1 等 价 于 mn—1 ER mnt). 由 于 
mw 十 1) 二 mn 一 1 十 mi 十 1， 
所 以 mn 一 1 EB n +1 等 价 于 mn 一 1 整除 mw? 十 1. PRG Am 
—a,n-bjé- — 888, M m=b.n=a 亦 是 一 组 解 , 即 m,n 是 对 
称 的 . 因此 ,可 以 仅 讨 论 mien We DE mn 的 情形 由 对 称 性 
推出 . 
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D E m=n, RNA 
wey seats yy. 

AIG {MAT RE A om =n =2 一 组 解 . 

(2) Xj mon. 显 见 ,为 使 mi 整除 ni 十 1,m AB BE LK n 
KKE. 4n=1 时 ， 

l n* +1 2 
mn—1 m-—1' 

FG (MB REA m2; n—1:m—3,n—1 两 组 解 

X ”之 2 时 ,我 们 用 带 余 数 除法 来 确定 m,n 之 闻 的 关系 . 
” 设 mx 一 1 整除 ww 十 1. 我 人 有” 
n ci 


mn — 1 


= 91 +r, Sr <n. 


因而 有 ， 
n? +1 = (qmn 一 9 十 772)7 — r. 

所 以 ,xn 整除 ~ 十 1, 因 此 必 有 r—n—1. FR KE g HER m 

>n 4Ẹ 

n? +1 atti 1 


mn 一 外 2 


(q 4- 10n — 1 


所 以 


1 
malt IT 


由 此 及 nz2 18-0. 因此 得 
n? +1 = (mn — 1)(r— 1). 


m=nt1+—~H. 
n—1 


所 以 ,这 时 仅 有 n= 二 2,m 二 5;n 二 3,m 二 5 两 组 解 . 
综 上 所 述 , 根 据 对 称 性 知 共有 九 组 解 : 
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{myn} —(2,2),(02,1).0.2),(3,1) 0,3), 
(5,21.(2,5). (5,3), (3,5). 
WEH. 


第 5 题解 答 ERED HR y=r 得 
fG Oc 3x2fG)-s4OÓT 2f). (1) 
设 是 函数 了 的 不 动 点 , 即 FG0-—u. TER) PR r=u 得 
S@ + 2u) = u? + 2u, 
B] a? + 2u 也 是 了 的 不 动 点 . 若 u>0, SU 
ut + 2u D» w > 0. 
由 条 件 (c) 知 ， 


FG? + 2u) ~ fw 
u? + 2u u^. 


这 与 uu! 2u PIE S RF IS. BG l<u<o, 
— ] <u’ 4 Zu « u «x DO. 
由 条 件 (c) 知 


fa’ + 24) — fu) 
u? + 2u u `’ 


RS uwt 2u 均 为 不 动 点 矛盾 .因此 仅 可 能 有 u=0. 条 件 
(1) 不 仅 表 明 , 只 要 满足 题 意 的 函数 存在 ,这 函数 就 一 定 有 不 
动 点 ,; 且 对 所 有 zz 放 一 1,u 一 x 十 (1 十 7)/ (x) 均 为 不 动 点 . 结 
合 以 上 讨论 就 推出 ，z 十 (1 十 z)f(z) 便 为 零 , 即 必 有 


f(x) = x>— il. 


~ 4 二 x’ 
容易 验证 (也 必须 验证 ) 这 个 函数 满足 全 部 条 件 ( 留 给 读者 ). 


因此 ,满足 条 件 的 函数 只 有 这 一 个 .证 毕 . 
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第 6 题解 答 由 题 意 知 ,只 要 考虑 4 是 由 无 平方 因子 数 
〈 即 不 能 被 大 于 1 的 平方 数 整除 的 正 整 数 . 除 1 外 ,这 种 数 均 
是 不 同 的 素数 的 乘积 组 成 的 集合 . 由 分 析 题 目的 要 求知 , 集 
fr 4 中 的 数 的 案 因 数 的 个 数 与 其 素 因数 的 大 小 应 具有 某 种 
特定 关系 .下面 就 是 一 种 构造 法 . 
设 无 平方 因子 数 ac>1, 其 素 因 数 分 解 式 为 
a = qiiqadis 
q; 十 素数 且 qiio <q. HA BARE =g KaG 
因数 个 数 等 于 其 最 小 素 因 数 的 无 平方 因子 数 ? 组 成 的 集合 4 
就 具有 所 说 的 性 质 . 因为 任 给 一 个 由 无 穷 多 个 素数 组 成 的 集 
a 
P= {Pibo pitt) Pi be paces 
一 定 有 
pips*pi EA, k= pis 
及 
Pops Pir & A, R= pr 
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第 36 届 国 际 数学 奥林匹克 
竞赛 试题 


1l. 设 在 一 直线 上 依次 给 定 4,B,C 及 也 四 点 .分 别 以 
AC fI BD 为 直径 的 两 圆 交 于 点 和 和 了 .直线 XY 和 BC 交 于 
点 Z. 设 P 是 直线 XY 上 异 于 Z 的 一 点 ,直线 CP 和 以 AC 为 
直径 的 圆 交 于 C 和 M, 以 及 直线 BP 和 以 BD 为 直径 的 圆 交 
于 已 和 N. 证 明 : 直线 AM,DN 和 XY 交 于 一 点 . 

2， 设 <,2 及 “是 正 实数 ,满足 abc 1. 证明， 

sora rsrstsa re? 

3. 确定 所 有 这 样 的 大 于 3 的 整数 n: 在 平面 上 存在 = 
个 点 4 Arts An RER rorot rm 使 得 (i) Ae Ans 
A, 中 的 任意 三 点 不 在 同一 直线 上 ; GD 对 任意 三 个 整数 i,j， 
kic j«hkxn) ,三 角形 AAA 的 面积 等 于 十 rj 十 ri 

4. 设 正 实数 序列 zo ;zi ,Xs，… Lio MERE: G) x= 
219955 Gi) 对 i 一 1,2,…,1995, 有 
2 


Ti 


+ 


Zi + 


求 Xo 的 最 大 值 . 
5， 设 ABCDEF 是 凸 六 边 形 ,满足 “ 

AB = BC = CD,DE = EF = FA, 
R/BCD= ZEFA=60°. Bi G, H J&iX 730 BP PI 
HERBA AGB=/DHE=120°, UEFA: 
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= 2x; + 1. 
Xi 


1 


AG 4- GB + GH + DH + HE CF. 

6. 设 p 是 奇 素数 , 求 集合 {i ,2,…,2p) 的 所 有 满足 以 下 
条 件 的 子 集 4 的 个 数 ，G)》 4 恰好 有 个 元 素 ; GD 4 中 所 
有 元 素 之 和 被 p BR. 
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第 36 届 国 际 数学 奥林匹克 竞赛 
试题 解答 
ERE 

第 36 届 国 际 数学 奥林匹克 竞赛 ,1995 年 7. 月 在 加 拿 大 
举行 , 我 国 代表 队 获 得 团体 总 分 第 二 名 . 在 6 道 试题 中 ,第 1， 
5 题 是 几何 题 ,看 来 是 太 容 易 了 ,而 第 3 题 是 讨论 位 置 关 系 的 
几何 题 ,是 一 道 很 好 的 、 难 度 适中 的 竞赛 题 . 第 2 题 是 需要 小 
心 .巧妙 论证 的 不 等 式 ,第 4 题 是 关于 数列 的 ,而 第 6 题 则 属 
于 组 合 数论 .下面 我 们 提供 一 份 解答 ,有 的 作 了 一 点 分 析 , 供 
大 家 参考 和 与 其 他 解答 比较 . 


第 1 题解 答 先 讨 论点 已 在 Z 和 X 之 间 的 情形 . 如 图 1 
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所 示 , 设 QQ 是 AM 和 XY 的 交点 ,Q' 是 DN 和 XY 的 交点 .要 
证 点 Q@ 和 和 Q&' 重 合 . 

. 由 条 件 易 证 : BAACPZ% ACAMMAQAZ. 所 以 ， 
ZC/ZQ—ZP/AZ. 由 条 件 知 XZ 是 直角 人 4XC 的 斜 边 上 的 
BMA XZ=AZ + ZC. 由 以 上 两 式 得 


ZQ = ZX'/ZF. 


Ae, HARARE: ÉIBABPZOOABDNCOOAQ' DZ. Bi 
以 ,ZB/ZQ =ZP/DZ. 由 条 件 知 XZ 也 是 直角 入 BXD 的 斜 
WEES, WE XZ = BZ。ZD. 因而 有 ZQ' =ZX?/ZP. 所 
以 ,ZQ=ZQ' , 即 Q 和 Q' 为 同一 点 . 

点 PP 在 Z 和 YY 之 间 时 ,证 明 完 全 相同 ,其 图 形 是 上 述 情 
形 的 图 形 对 直线 AD 的 对 称 图 形 . 当 点 PERE XY 之 外 
CLA 2) 时 ,证 明 方 法 也 完全 一 样 , 留 给 读者 . 


图 2 


第 2 题解 答 以 了 工 记 所 要 证 的 不 等 式 的 左边 的 和 式 , 及 
设 S=1/a 十 1/65 十 1/c. BRE abc 1 可 得 
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i 
d 1 a 1 
a(b+c) a 1,1 ali i 
bU ete 
1 
一 a 1. 5 1 
SIT Ip «77 i.n | 
b C b c 
类 似 可 得 
1 u S u 1 
Beta) "i.i | b" 
€ a 
d S yf dk 
G5? 1 1 | c^ 
一 十 一 
- a b 
由 以 上 三 式 推 出 
2 sy teste ti 4S. (D 
lob 二 十 去 i44 
€ € a a 


这 就 算出 了 工 的 主要 部 分 , 即 上 式 中 的 第 一 项 . 
利用 正 数 的 算术 平均 值 不 小 于 其 调和 平均 值 , 即 
工 十 ?十 二 Xx 1! 十 y :十 z ! 
POR[— 


—1 


> T,y,z 0. (2) 


W[f8 (Ot x = (4/5 + 1/0), y= A/e + 1/a) 7! z = (1/a 
+1/6)7') 


3 
2$ (3) 


1 
ct a a b 


1 1 1 
让 1*1 ji ^1 
boc 
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再 利用 正 数 的 算术 平均 值 不 小 于 其 几何 平均 值 , 即 
ictrtom Yaz, ryz >Ù, (4) 
可 得 ( 取 —1/a,y—1/b,z—1/e) - 


一 一 
sil+i+ri>3/t.1.1-s, G) 
a b c 


a b € 


最 后 一 步 利 用 了 条 件 abe — 1. WRO), CO ,及 (5) 推 出 
Iz 28 一 43 = i823. 
这 就 证 明了 所 要 结论 . 本 题 的 困难 在 于 不 能 直接 对 了 应 用 不 
等 式 (2) 和 (4) ,必须 先 求 出 了 的 精确 表达 式 (1). 
本 题 的 另 一 解法 是 巧妙 地 利用 Cauchy 不 等 式 : 
(219, + Lya 二 my S C A r H xD Oy yi d yb, 
(6) 
其 中 iyi 为 实数 , 取 
zx, — Jab dac, 2,=Vbe+ba, zs= Ica F cb, 
y», (axi) |, ys = (br), y = (cx). 
利用 不 等 式 (6) 及 abe —1, RANA 
I= (yi + yi 十 yD 
> Cat + eet h) Cain + taye + ray)? 
= (2ab + 2bc + 2ca)  (1/a + 1/b + 1/e»* 
redi] 
由 此 及 式 (5) 即 得 13/2. 


第 3 题解 答 ” 先 讨论 x=4 的 情形 .平面 上 任意 四 点 ,在 
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满足 条 件 (D 时 ,其 位 置 关 系 必 为 以 下 两 种 情况 (为 什么 )9， 
(a) 有 一 点 在 其 他 三 点 构成 的 三 角形 内 部 ( 见 图 3);(b) 四 点 


A, 


A 
A, 
Ar A 


3 Ar Ag 
图 3 图 4 
构成 一 个 是 四 边 形 ( 见 图 4). 以 Sidi AAAA 的 面积 . 如 果 


存在 满足 条 件 (i) 的 实数 T1972973974. 那么 ,在 情况 (a) 有 
Sin = Sia + Sos, + Su, 


即 满足 . 

n=- $0, 十 72 +r); (1) 
EROA 

Sis + Saa = Sia + Sza» 
即 满足 


ra 十 ra =r, Fra (2) 
下 面 来 给 出 具体 例子 ,说 明 n-— 4 是 满足 要 求 的 整数 . 在 情况 
(a), RAA AA: 为 边 长 为 2 的 等 边 三 角形 ,4, 为 其 中 心 , 不 
难 验证 ,这 时 取 
no—roern-—*3/3, r=— V3/3, 
就 满足 要 求 . 在 情况 (b) , 取 AAAA 为 边 长 为 1 的 正方 形 . 
不 难 验证 ,这 时 取 


@ 参看 本 题 答案 的 最 后 一 段 . 
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Ty, ry =r =m = 1/6, 
就 满足 要 求 . MT OSEE RE a E UR EAE CO B3 VUL S AL, 
AA 4 无 论 哪 种 情形 ,都 一 定 存在 唯一 的 一 组 实数 六 ,rs， 
ror EAE GD. 证 明 留 给 读者 . 

下 面 来 证 明 : 当 n 之 5 时 ,一 定 不 存在 满足 条 件 GD 和 (ii) 
的 点 与 实数 . 显 见 ,只 要 证 明 n— 5 时 不 存在 即 可 , 先 来 讨论 平 
面 上 满足 条 件 (i) 的 任意 五 点 的 位 置 关系 . 这 时 可 能 出 现 如 下 
三 种 情形 : CIO 存在 三 点 使 得 其 他 两 点 均 在 这 三 点 构成 的 . 
三 角形 内 部 ;(I) 不 出 现 情形 ( 1 ), 但 存在 三 点 使 其 构成 的 三 
角形 内 部 有 另外 的 一 点 ; (下 ) 任 意 三 点 所 构成 的 三 角形 内 均 
不 含有 另外 的 点 . 我 们 来 证 明 在 这 三 种 情形 , 均 不 可 能 取 到 满 
FATE GD AY SEHE rororsrors 用 反 证 法 . 假设 能 取 到 这 样 
Bret 

在 情形 ( I )( 见 图 5), 由 式 (1) 知 ,rs 二 rs. 因此， 

Si = Syass S57 $2. 
BT AS As 在 直线 AA 的 同 侧 ,所 以 AAs // AA 同 理 
有 A414s/ 4,4;. 这 不 可 能 ,了 矛盾. 
A 


A; As 
BS 图 6 
在 情形 CE)( 见 图 6). 设 As 在 A4,4:4, 内 .由 于 不 能 出 


现 情 形 ( I ), 这 时 Ais As A3, As 必 构 成 一 个 凸 四 边 形 (为 什 
A). 由 式 (1) 得 
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n= E trr). 


这 时 点 A, VE AA, AAs AAAA; 内 ,不 妨 设 前 者 成 立 ， 
则 由 式 (1) 推 出 


Y, 一 一 lo + Tz + rs). 


所 以 ,r=rs. 因此 ， | 

Sia = Siss Sigs = Sues 
由 于 点 A: As 在 直线 AA AMM, PLL AAs /A143. 同 理 有 
A; A; // A, Ag. 这 不 可 能 ,矛盾 ， 

TE TRE CY) CL ES 7). 这 时 任意 四 点 均 构 成 西 四 边 形 (为 
什么 ). 考虑 A ALAA, 及 AAAA 这 两 个 凸 四 边 形 . 由 式 
(2) 

rr =r try, mtr =r, +r. 
BrEA rn. AMA, 
Sua = Sis, Sea = Sass. 
IE] BITTE FE HEY AY As // A141,A44s/ AzA. XAT AE LE 
盾 . 证 毕 . 


NS Ail 
A As ^ 
Di 
A, D, 
A A 一 一 一 一 
2 3 Ai VA 
| D, N 
| 
图 7 图 8 
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应 该 指出 ,证 明 本 题 的 关键 是 基于 这 样 一 个 事实 ( 见 图 
8) ERE OMA AA AA SAMY A 属于 
区 域 Di, Dj, D, 内 时 , A, A,AsAq 梅 成 一 个 凸 四 边 形 ;而 在 其 
他 情形 , 则 必 有 一 点 在 其 他 三 点 构成 的 三 角形 之 内 . 此 外 , 任 
给 满足 条 件 (iD 的 五 个 点 ,至 少 有 四 个 点 构成 一 个 凸 四 边 形 . 
更 精确 地 说 ,在 情况 (I ) 恰 有 一 个 凸 四 边 形 ; 在 (1 ) 恰 有 三 个 
vh Uu de CE WRT BE mT 
凸 四 边 形 . 请 读者 自己 证 明 这 些 结论 . 更 一 般 地 ,可 讨论 满足 
条 件 的 a 个 点 ,所 构成 的 是 四 边 形 , 或 是 多 边 形 问题 . EJL 
何 学 中 ,要 讨论 位 置 关 系 的 问题 ,一 般 都 是 比较 困难 的 . 


第 4 题解 答 ” 当 xz; 均等 于 1 时 满足 条 件 , 所 以 若 存在 所 
要 求 的 最 大 值 zo; 则 必 大 于 等 于 1. 当 取 定 Xi_1(i 之 1) 后 , 由 条 
(Gi) Al os 所 能 取 的 值 必 满 足 二 次 方程 


2x? 一 Es 十 过 jz 十 1 一 (2z 一 zl 一 >] 
i—] 1 


一 0， 
所 以 必 有 
n= $e ha D 
显 见 ,这 两 个 值 均 满 足 条 件 (ii). 因此 ,从 初始 值 ro 开始 ,所 能 
取 的 序列 中 的 数 必 为 以 下 形式 ，: 


Pro Dao’, 上 为 整数 ， 
由 于 r21 BELA, HEOR x1sos 可 能 取 值 的 形式 是 : 
xo (2^x, "BB k = 0) ,或 2:z01,k 为 正 整 数 . 
下 面 来 证 明 : xiws 仅 可 能 取 2^7! WR, AKA AER k= 
1994. 因此 ,本 题 所 求 的 最 大 值 为 2 — 2". 
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我 们 先 来 分 析 满 足 条 件 (i) 的 序列 所 可 能 取 值 的 途径 ， 
我 们 用 图 来 表示 . ze 取 定 后 ,xi 可 能 取 的 值 由 下 图 ->” 所 示 、: 
Xo > 2 lax, 


i 


xs! 


AL Xj 一 X0 ' , 则 | X3 可 能 取 的 值 可 图 示 为 : 


To 


2 ín! 
AR x.—2 752.9] zs 可 能 取 的 值 可 图 示 为 : 


2 Iyv—2 Xo 


2x5" 
把 这 三 个 图 合 起 来 得 到 : 

Lo > 2 05x. 2 "xm, 

Ay oY 

2-1zy er, 2r, ' 
所 以 ,序列 zo,zi,xs 所 可 能 取 的 值 , 只 要 在 上 图 中 ,从 ro 出 
发 ,依次 沿 “ 一 ?所 指 方向 来 取 值 x1, zx, 共有 四 种 可 能 . 按 此 
道理 ,可 以 用 这 样 的 图 示 方 式 来 表示 序列 zor ais tree 所 有 
可 能 取 值 的 途径 ， 从 下 面 图 9 中 的 z。 出 发 ,依次 按 “ 一 ”所 指 
方向 来 取 下 一 个 值 ,直到 取 x. 显然 共有 2" 种 可 能 的 途径 . 如 
Los2 Los 2X5 L3 X952 Zos? To0s 2:To0, . 
Lost! 2'7, 2 L5! 2?x 52X05 T0- 

分 别 给 出 了 n=7.n=6 的 两 种 序列 的 取 值 途径 . 

由 取 值 图 的 结构 容易 看 出 : 若 序 列 rors HR 
RARE. i x, 确实 回 到 图 中 的 z。, 那 么 ,这 个 序列 的 取 值 图 
必 是 由 一 个 封闭 的 疾 路 (可 重复 ) 表 示 , 注 意 到 n e BEA 
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在 第 一 行 取 值 的 个 数 必 比 第 二 行 取 值 的 个 数 多 1. 因 此, 必 
为 偶数 . 现在 * 王 1995 ,所 以 这 种 情形 不 可 能 出 现 . 因 此, 仅 可 
能 是 

Zo = L, = 2g, 
显 见 , AK. r AK. HERATA k=1994. 3x ETC 
可 能 是 : 


— 91994 一 1 
Ligg = L To, 


b = 2t, O0xix 1994; 


即 2,27. 证 毕 . 


sem 2h gym DAM rye fe ce 2 rgo 2ro> Ty 2 29> 2 ayer eZ gy obey Ut 


N H NOM ON N Ay 
aez reg du EI m a eg ir Page Prag Pagan 


图 9 JERK 


第 5 题解 答 ”在 图 10 中 ,由 条 件 知人 BCD MAEFA By 


217 


是 等 边 三 角形 ,所 以 AB=BD,AE=ED, Wifi BE RWW 
ABDE 的 对 称 轴 ( 为 什么 ). 设 G', 石 ' 分 别 是 G, 瑟 关于 轴 BE 
的 对 称 点 . BA GH=GC'H',& 

AABG €? ADBG' , AG = DG' ,BG = BG’', /DG'B = 120°, 
ADEH 2 AAEH',DH = AH',EH = EH', 
ZAH'E = 120°. 

由 于 CG' -G'H'-H'FZCF ,由 以 上 各 式 知 , 若 能 证 明 
CG' = BG! + DG’, (1) 
FH' = AH' + EH', (2) 
则 立即 推出 所 要 结论 . 下 面 来 证 式 (2), 式 (1) 可 同 理 推出 . 
由 点 下 分 别 作 H'A, H' E WER FP, FROR 11). 显 


图 ii 


RAT PFQ=60°.R ZAFP = ZEFQCStEZO. 因而 直角 
AAFPSAEFQ, EP = EQ. BU) H'F SEZ EH' A 的 角 平 分 
R, LAH'F= ZEH F=60". 
fe EK // H' A,38 H'F FK. 显 见 SAH EK 为 等 边 三 角 
形 . 所 以 ， 
H'E = EK = KH’. (3) 
ii h ZH'EK = Z AEF = 60°, WẸ H ZH' EA = ZKEF. 注意 
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到 AE=EF WES AAEH'SAFEK. 由 此 及 式 (3) 就 推出 式 
(2). 证 毕 . 


第 6 题解 答 ” 这 种 子 集 的 个 数 就 是 同 余 方 程 
mz, cox. dece +2, = O(nod p), 
I «a xoc xL m,x« 2p 
的 解数 N. 下 面 利 用 组 合 及 数论 知识 来 解 . 我 们 要 证 明 : 


N=1+— IS? 


P o 
由 此 可 推出 


2 
n=- 二 [| 一? 2. (3) 
PU p 


我 们 先 来 证 明 由 式 (2) 可 推出 式 (3)， NL 2p 个 元 素 
中 任 取 p 个 元 素 的 组 合 数 . 而 这 相当 于 把 这 2p 个 元 素 分 为 
两 组 4,B, 每 组 p 个 元素 ,对 r 一 0,1,2,…,p, 在 A EROS: 
定 ， 个 元 素 ,然后 再 在 B 组 任 取 p-r 个 元 素 . 而 这 样 的 取 法 


7 Ste sot 


^ 由 于 它 等 于 | 7 ^| ,由 此 及 式 (2) 就 推出 式 (3)， 
下 面 来 证 式 (2). 对 同 余 方程 (1) 的 每 一 组 解 


LisLo9° Ts (4) 
必 有 唯一 的 r,0<r<p, 使 这 组 解 分 为 两 部 分 ， 
LLa Latr aX p X xa «cox ax, X 2p. 
| (5) 
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p 


2j 


r=0 


P 


r 


BOL —0 时 不 存在 前 一 部 分 ,而 后 一 部 分 仅 可 能 取 
z;— pci, 1Si<p. 
这 的 确 是 (1) 的 解 .> 一 户 时 不 存在 后 一 部 分 ,而 前 一 部 分 仅 可 
能 取 
x;—d, le«&iscb 

这 的 确 也 是 (1) 的 解 . 现 来 讨论 1«0 0-1 的 情形 . 

WHE Rr Oscrsc A N, 表示 同 余 方程 (1) 满 足 条 件 
(5) 的 解数 .因此 (利用 No 一 No 一 1) 


N= XN 2i S (6) 
我 们 来 证 明 
| v, - i| P IMERSLTLU (7) 
bip—riir 
由 以 上 两 式 就 推出 式 (27， 


对 取 定 的 ,1<r<p 一 1, 满 足 条 件 (5) 的 全 部 解 可 以 这 
样 来 得 到 : 先 在 p 十 1,p 十 2,…，2p 中 任意 取 定 p 一 7 个 变数 


、 P eda 
zaras 的 值 ,这 共有 | , | 种 取 旋 . 对 这 样 任意 取 
定 的 Leiar Wo 
Xepi + eee + I, 三 一 c(mod p). 


那么 原 解 的 前 一 部 分 LiT 2r 可 能 取 的 值 就 是 满足 同 余 
方程 


(8) 
LLG Lr LKL S Ê 


的 全 部 解 , 设 其 解数 为 N- C): 我 们 来 证 明 对 任意 的 c，N.(c) 
均 相 等 . 由 于 满足 ]zim <a, <a Sp 的 数组 (不 一 定 是 
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f= 十 rz 十 … ta = c(mod p), 


OWE oroma 种 取 法 ,所 以 D 由 此 及 N,(c) 
均 相等 就 推出 (为 什么 ) 


N, ) 一 二 
,Cc 


r 


(9) 


因此 , 式 (7) 成 立 . 对 取 定 的 nOn p D ,为 证 对 任意 的 c， 
N-(c) 均 相等 ,只 要 证 对 任意 的 < 有 
Ac 十 1) = NC) (10) 

(为 什么 ), 即 同 余 方程 (8) 与 同 余 方 程 

yi yacb ob y =e + 1GOnod p), 

poe <y Sp 
的 解数 相同 . 为 此 ,我 们 来 建立 这 两 个 同 余 方程 的 解 之 间 的 一 
一 对 应 关系 . 设 zj ,zs,… ,zx; 是 (8) 的 一 组 解 , 记 
a, — x; = (mod p),lxL4A x ps1 Sir, 

4 i 一 r Re mas REAR BOD PH m0. 显 有 
(为 什么 ) 


(11) 


Lt, +e +1, = p. 
由 于 rs p— 1. BRL hy EMS i, 2. VE o EE L2 的 最 
AVIS 7, Bll | 
i,—min(i: 1 [Si SrL 2 
JUR 
Yi S Tis 1 Éil SİST. 

M = r; 十 1(mod p), I&R X P. az 
容易 验证 ,这 样 得 到 的 yis yrs yr 确 是 同 余 方 程 (11) 的 解 ， 
且 (8) 的 不 同 的 解 由 此 对 应 的 (11) 的 解 也 不 同 ( 留 给 读者 ). 所 
以 ,N,Cc) 志 N,(c 十 1). 反 之 ,对 取 定 的 (11) 的 一 组 解 yy 
Uy 
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yi — Yi- = h(mod p), 1x x: p,leixr, 
4i=0N Ry.» BA 
hi +h, to th, = p. 

HT rSp— 1, Ua OI i 2:2. 设 FEB 2 的 最 小 
Ay 7, Bp 

i —min(i; ) Xi xL rA 2). 
取 

Xi = Yis (sxÉEdjlmeixlr, 

NEN IE mpm ds (13) 

容易 验证 ,这 样 得 到 的 zi ,zi,…,z, 确 是 同 余 方 程 (8) 的 解 ， 
且 (11) 的 不 同 的 解 由 此 对 应 (8) 的 解 也 不 同 . 所 以 ,N, (c 十 1) 
<N, C). 这 就 证 明了 式 (10), 旦 建立 了 同 余 方程 (8) 和 (11) 的 
解 之 间 的 一 个 一 一 对 应 关系 (为 什么 ). 证 毕 . 


本 题 的 提出 者 波兰 的 Marcin Kuczma 给 出 了 一 个 非常 
漂亮 简洁 的 解法 . 现 介 绍 如 下 : 
集合 (1,2,……，,25)} 的 每 个 子 集 (zzz…zr RK n n 
«me, 排列 ), 必 存在 唯一 的 Op) ,把 这 子 集 分 为 满 
足 式 (5) 的 两 部 分 ; 
{Ti T} (natem. 
对 应 于 r=0 和 r==p 的 子 集 是 唯一 的 ,分 别 为 
X= Pt lst, = Pt 2st T= 2p 
All 
X, = lox. = 25° x, = P. 


显 见 ,这 两 个 子 集 均 满足 条 件 (it). 由 于 p 个 元 素 的 子 集 共 有 
7 | 个 ,所 以 ,相应 于 1<r<p 一 1 的 所 有 p 个 元 素 的 子 集 个 
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2 
w| M — 2. 这 样 , 问 题 就 转化 为 确定 这 些 子 集中 满足 条 件 


(i) 的 子 集 的 个 数 . 

现 把 这 些 子 集 按 下 述 方法 来 分 类 ; 子 集 {zx1,zx;，… rp AM 
{znyza…zo} 称 为 是 属于 间 一 类 的 ,如 果 (a) 它们 对 应 的 > 
相等 ; (b) cr murd lup: COMETE mO<m< p) 

zi = x; +m(mod p), lzxizr, (14) 
BU (^an E Gn xo BIO p 平移 ”,“ 平 
移 距 离 ” 为 m. 容易 验证 ( 留 给 读者 ): 由 这 样 来 确定 分 类 的 关 
系 是 一 个 等 价 关 系 . 这 样 就 把 相应 于 1] 委 r 委 2 一 1 的 全 部 子 集 
分 成 了 两 两 不 相交 的 等 价 类 . 

我 们 来 证 明 : 每 个 等 价 类 中 的 子 集 个 数 等 于 p. 任意 取 
FEAF Flax xno xy} ,依次 取 m-0,1,2,-:,p—1.H 
FF COR CO EC HE P TF S O0 Ay, Bp {ziyzay tt Xp} 
5) ,容易 证 明 ( 留 给 读者 ), 由 此 确定 的 这 p 个 子 集 是 两 两 不 
同 的 . 此 外 ,对 应 同一 个 m 的 两 个 子 集 一 定 是 相同 的 (为 什 
么 ). 这 就 证 明了 所 要 结论 . 由 此 推出 等 价 类 的 个 数 是 


ald 一 ?| Q5 
下 面 来 确定 每 一 等 价 类 中 ,满足 条 件 (ii) 的 子 集 个 数 , 考 
虑 子 集 {z zz?,…，*zs} 所 属 的 等 价 类 . 由 前 面 讨论 知 ,这 等 价 
XB Seo T 8 Gn TEL ,Xp} 必 对 应 于 唯一 的 m(Oxzm-« p) 
满足 式 (14). 因而 
ata, te +2, =c + mr(mod p), 
EP cx dnce x, 由 于 对 取 定 的 cr(1 寺 7r 夸 p 一 1)， 
c + mr = 0Cmod p) 
m 有 且 仅 有 一 解 , 即 这 一 等 价 类 中 仅 有 一 个 子 集 的 元 素 之 和 
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被 p 整除 .所 以 ,在 相应 于 1r p —1 的 全 部 子 集中 满足 条 
件 的 子 集 的 个 数 即 是 等 价 类 的 个 数 , 即 由 式 (15) 给 出 , 它 加 上 
相应 于 7 二 0 和 p 的 两 个 子 集 就 证 明了 满足 题 意 的 子 集 个 数 
由 式 (3) 给 出 .证 毕 . 

细心 的 读者 不 难 发 现 ,这 两 个 解法 实质 上 是 一 样 的 . 但 后 
一 解法 更 巧妙 ,不 易 想到 . 
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初等 数学 问题 (4) 解 答 


ww lt lil 
1. 解 可 设 Tgg5 g tg ele N aad. Sa 


1992,b>1992, ak Hi a — 1992+ 2,5 —1992-- yx y € Nox 
my 于 是 由 

1 . 1 4 1 

1992  1992— x ' 1992+ y' 


fg 
(1992 + x)€1992 + y) = 1992(2 X 1992 + z + y), 
xy = 1992? = 2°- 3: e 83", (1) 
由 (1) 知 zx,y 都 是 1992: 的 因数 . 2° + 3? - 83^ 的 不 同 因数 有 
7X3X3 个 ,由 对 称 性 满足 xz 之 y 的 z 取 值 应 有 
TX 3X3+1 32 个 . 
z 确定 后 y 随 之 被 确定 , 故 所 求 不 同 的 分 拆 数目 是 32. 为 了 
明确 起 见 ,我 们 把 这 32 种 分 拆 列 在 表 1 P. 

为 了 求 出 所 有 四 位 整数 作为 分 母 的 单位 分 数 分 拆 - 只 需 
FIRE A. 1992<a< 9999, 1992<b< 9999 得 到 ISIS 
8007 ,1<y<8007, HAAR xy 及 zy 一 1992 ,得 495. 5 
<y<1992. 从 而 知 y 可 取 2 + 83,25 + 83,3 * 8,2 e 3, 
2-3-83,227*3-* 83,2 * 3* 83,2 * 3* * 83. 所 以 有 八 组 分 拆 
是 四 位 整数 作为 分 母 的 单位 分 数 分 拆 . 从 表 1 中 亦 可 直接 验 
证 这 一 结果 的 正确 性 . 
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7 
qn 


x y a b 

1 1992? 1 3970056 1993 
2 25 e 32 e 83? 2 1986024 1994 
3 24 » 32 e 83? 2? 994008 1996 
4 23 e 32 + 83? 23 498000 2000 
5 22 e 3? » 83? 24 249996 2008 
6 2+ 37 + 83? 25 125994 2024 
7 3? + 83? 25 63993 2056 
8 28 + 3 + 83? 3 1324680 1995 
9 25 + 83? 3? 442888 2001 
10 28 - 32 + 83 83 49800 2075 
11 25 e 3 e 83? 2*3 663336 1998 
12 24 + 3» 83? 223 332664 2004 
13 23 « 3+ 832 2343 167328 2016 
14 22» 3 + 83? 2543 84660 2040 
15 2*3-83 25.3 43326 2088 
16 3 + 83? 26-3 22659 2184 
17 25 « 32 + 83 2+ 83 25896 2158 
18 24 + 32 + 88 2? + 83 13944 2324 
19 23 + 32 + 83 23 « 83 7968 2656 
20 22 » 3* e 83 2* + 83 4980 3320 
21 26 e 3+ 83 3 + 83 17928 2241 
22 26 + 83 37 + 83 7304 2739 
23 25 + 83? 2+ 3? 222440 2010 
24 24 © 83? 22 + 3? 112216 2028 
25 23 e 83? 23 e 3? 57104 2064 
26 2? © 83? 24 + 3? 29548 2136 
27 2-83 285.3? 15770 2280 
28 83? 28 3? 8881 2568 
29 25+ 3+ 83 2.3.83 9960 2490 
30 2t. 3.83 2? e 3-83 5976 2988 
31 23 e 3+ 83 23+ 3+ 83 3984 3984 
32 25 + 83 2+ 3? + 83 4648 
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2. 解 我 们 先 证 明 一 个 有 趣 的 性 质 : 若 X 是 一 个 位 
正 整数 ,7 是 将 组 成 和 的 各 位 数字 相 加 得 到 的 正 整 数 , 则 式 
=Y (mod 9) 


证 明 EX = aa, 577a,2,,4; € (0,1,2,7,9)i = 1, 
2,,2,a, ~ 0, WY = a, +a, te +a, +a. X = 
Sla, -107 注意 ; 107721 (mod 9),k=1,2, 0 saa * 
10a, (mod 9),k--1,2, n, AFL 

X= Sao = = X. = Y (mod 9). 


现在 我 们 回 到 原始 问题 ， 由 我 们 证 明 的 性 质 知 
N,=N,, N=N,, N= N,(mod 9), 


从 而 
N, = N;(mod 9),z = 2,3,4. 
X 
1993 = 4(mod 9), 45 = 64 = 1(mod 9), 
所 以 | 


N, = 1993/9? = (4*)*** - 4(mod 9) = 4(mod 9), 
N, = N, = N, = 4(mod 9). 
HE Bl lgN, = 6575. 9, Ni 是 一 个 6576 位 的 整数 , 故 N: 
«6576 9— 59184. 即 N, 不 超过 5 位 的 整数 ,从 而 NS 5x9 
二 45. 又 由 Ns 三 4Cmod 9), 知 N, 只 可 能 是 40,31,22,13,4 
这 其 中 的 某 一 个 , 故 知 N =A. 


3. KR 正方体 有 12 RR. AMA 12 个 中 点 ,这 12 个 点 

中 任意 三 个 不 共 线 , 每 三 个 点 可 以 确定 一 个 平面 ,这 样 有 平面 

^h — 220 个 (其 中 有 些 平 面 被 重复 计数 ). 我 们 先 来 看 恰 过 四 
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个 中 点 的 平面 有 多 少 个 ,可 以 分 三 种 情况 ， 

(1) 正方 体 的 六 个 面 ; 

(2) 正方 体 三 组 平行 平面 的 正中 截面 ,如 图 1 所 示 :4C- 
KI,EFGH ,BDMS. 

(3) 相对 于 每 一 条 棱 如 图 2 所 示 的 平面 4BCD, 这 类 平 
面 有 12 个 ， 


图 1 图 2 


这 样 恰 过 四 个 中 点 的 平面 有 6 十 3 十 12 二 21 ,它们 中 的 每 
一 个 在 初始 的 计数 中 被 计数 了 Cim 4 次 , 故 应 从 总 数 中 扣 去 
(4—D X21-63 个. 


"am A 
A 
G 
Í | 
X B 
A 
图 3 


我 们 再 来 看 恰 过 六 个 中 点 平面 . 如 图 3 所 示 平 面 
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ABGKME 就 是 其 中 一 个 ,这 类 平面 有 四 个 ,在 初始 计数 中 每 
一 个 被 计数 Ci 20 次 , 故 应 从 总 数 中 扣 去 
(20 一 1) X4 — 70042) 
所 以 所 求 至 少 过 三 条 楼 的 中 点 的 平面 总 数 为 
220 一 (63 + 70) = 81(4). 


4. R i AB: CB: AC=1: x: y. FÉ 
/s81|1 + z] = CB = /980| z + 4 ， 
两 边 平方 后 整理 得 
(x? + y*)961 + 2ry * 961 = 960(ry)? 
+ 2xy * 960 + 960, 
因为 Tz 十 二 1 ,所 以 
960(zy)? = 1 + 22y, 
解 关于 zy 的 一 元 二 次 方程 得 : xy—1/30. 


再 由 
4C = vli + X) - [eZ]. 
CB = vfi + EJ 31G 5» 
所 以 


u 3,4). i 
AC + CB= 31[2 + + z) a[z4 i) 


= 31° 32 = 992. 


E OK y= [7 r€[0,1/2), 
5. TU \x—1/2, z€[/2.1] 


7 7 1 5 
a |= 3 2 18’ 
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JE 
rsl-ns]-i- $0 
p(B) arb 

注意 到 所 满足 /| t£ -了 


, 它 是 4 次 f ERM ASIA. 1993 


= 1993 7 5 
=4X 4984-1, f | =s =<. 
(2) B COrPi RORIS eS a 4 i 全 二 ,因此 


7/9,5/18,4/9,1/9 都 满足 J? (z) 一 z, 当 然 它们 也 一 定 满足 
SO =r AAEE 4 的 元 素 . 为 了 找 出 4 的 其 他 元 素 ， 
我 们 注意 到 12 的 因数 有 1,2,3,4,6,12, 而 这 些 因 数 的 和 恰 
好 是 28, 这 就 提示 我 们 可 以 通过 找 出 P9 G2 = 25112 的 根 
来 确定 A 中 的 某 些 元 素 . 

从 f(z) 的 图 像 不 难看 出 += 
1/3 是 f(z) 二 xz 的 根 , 即 fFO/3) = 
1/3. Bj 1/3€ 4( 见 图 4). 

MR 0—-1—-1/2—-0, ik 
0,1/2,1 MES? (a) — x MIR 
此 ,0,1/2,1€ A. 


由 方程 组 
r—1/2-y, 图 4 
1— 2y =, 


4 2 | 1 2 f 
解 得 r= 3 ?一 6 EX 3 
x 的 根 . 因此 ,2/3,1/6€ A. 
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AT RB Fe = r f"? Gy 的 根 ,我 们 先 求 出 
gz) =1— 2c n 次 迭代 表达 式 如 下 ， 
g™® (a) = (— 2Y(x — 1/3) + 1/3. 
这 样 由 方程 组 
= F(x) = To 一 1/2， HE [1/2 1]. 
To = X; = f(x) = gi 一 《一 2)5( 2 一 1/3) + 1/3 


可 以 构造 性 地 求 得 .Fe (2) =2 ARIF: 
f 


3 了 4 3 5 
11 22 11 11 11 
f 
Xs TY Le= XQ 
ll il 
RU 9 
11 11 
因此 知 9/11,7/22,4/11,3/11,5/11,1/11€ A. 
最 后 我 们 由 方程 组 


zhi = fh) = x — 1/2;:x5 € [1/251], 

To = T'i = JOP Crh) = gx) 

= (—2»G', — 1/3) + 1/8, 
解 得 r = 1138/1366, 2^, = 455/1366, J nii 8 8] 0? (0) — x 
的 12 个 解 如 下 


I 1o s u J S a A 
To > zi ”> rT 708 zr, > 


1138 455 456 454 458 


zs 一 z's -和 x, -全 x's + rx > 
| li i i | 
450 46 44 498 370 
1366 1366 1366 - 1366 1366 
! EM 了 _ 7 j 
T io Xn Tiz = X 
|l li | 
626 14 1138 
1366 1366 1366 
它们 都 是 4 的 元 素 . 


这 样 我 们 构造 性 地 找 出 了 集合 4 中 的 28 个 元 素 因 此 证 
明了 4 至 少 有 28 个 元 素 . 


( 张 思 明 提供 , 陈 剑 刚 校 ) 
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初等 数学 问题 “(5) 


1l. 已 知 实数 a 满足， 有 且 仅 有 一 正方 形 , 其 四 个 顶点 均 
在 曲线 ysr tar 上 , 试 求 正 方形 的 边 长 . 

2. AABC 的 面积 为 1,D;,E 分 别 是 边 48,4C 上 的 点 ， 
BE,CD 相交 于 P, 并 且 四 边 形 BCED 的 面积 是 人 PBC 面积 
的 两 倍 ,求人 PDE 面积 的 最 大 值 . 

3. d fi NN HAMM A NENA fT 1072 
fin) fCf $3) ) = 3n. R f (01994). 

4 若干 学 校 参加 乒乓 球 比 赛 , 同 一 学 校 的 选手 之 间 不 比 
赛 ,不 同学 校 的 每 两 个 选手 都 要 比赛 一 场 . 在 两 个 男生 或 两 个 
女生 之 间 的 比赛 称 为 单打 ,一 个 男生 和 一 个 女生 之 间 的 比赛 
称 为 混合 单打 , 男生 的 人 数 与 女生 的 人 数 至 多 相差 1 ,单打 的 
场 数 和 混合 单打 的 场 数 也 至 多 相差 1. 问 有 奇数 个 选手 的 字 
校 至 多 有 几 个 ? 


(公立 强 选编 , 陈 剑 刚 校 ) 


D 这 个 专栏 是 由 北京 大 学 附中 陈 剑 刚 主持 下 编写 的 ,每 期 都 由 具有 丰富 
的 中 学 数学 教学 经 验 的 教师 给 出 若干 有 趣味 性 的 数学 问题 ,在 下 一 册 给 出 这 些 
问题 的 解答 ， 
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数学 小 丛书 一 一 智慧 之 花 
(6) 


主要 目录 


一 个 牙科 问题 的 向 量 代数 解法 
梯子 问题 

两 只 山羊 的 故事 
球面 上 的 植树 问题 
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